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PRÉFACE. 


J'ai réuni dans cet Ouvrage les Leçons que j'ai faites au 
Collège de France, pendant l'année scolaire 1902-1903, 
comme chargé du cours fondé par la famille Peccot. 

Les vingt Leçons que comprend ce Cours ont été consa- 
crées à l'étude du développement de la notion d'intégrale. 
Un historique complet n'aurait pu tenir en vingt Leçons; 
aussi, laissant de côté bien des résultats importants, je me 
suis tout d’abord limité à l'intégration des fonctions réelles 
d'une seule variable réelle; le lecteur pourra rechercher si 
les résultats indiqués se prêtent facilement à des généralisa- 
ons. De plus, parmi les nombreuses définitions qui ont été 
successivement proposées pour l'intégrale des fonctions 
réelles d'une variable réelle, je n'ai retenu que celles qu'il 
est, à mon avis, indispensable de connaître pour bien com- 
prendre toutes les transformations qu’a reçues le problème 
d'intégration et pour saisir les rapports qu'il y a entre la 
notion d’aire, si simple en apparence, et certaines définitions 
analytiques de l’intégrale à aspects très compliqués. 

On peut se demander, il est vrai, s’il y a quelque intérêt 
à s'occuper de telles complications et s’il ne vaut pas mieux 
se borner à l'étude des fonctions qui ne nécessitent que 
des définitions simples. Cela n'a guère que des avantages 
quand il s’agit d’un Cours élémentaire; mais, comme on le 
verra dans ces Leçons, si l’on voulait toujours se limiter à la 
considération de ces bonnes fonctions, il faudrait renoncer 
à résoudre bien des problèmes à énoncés simples posés depuis 
longtemps. C’est pour la résolution de ces problèmes, et non 
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par amour des complications, que j'ai introduit dans ce 
Livre une définition de l'intégrale plus générale que celle de 
Riermann et comprenant celle-ci comme cas particulier. 

Ceux qui me liront avec soin, toul en regrettant peut-être 
que les choses ne soient pas plus simples, m'accorderont, je 
le pense, que cette définition est nécessaire et naturelle. 
J'ose dire qu’elle est, en un certain sens, plus simple que 
celle de Riemann, aussi facile à saisir que celle-ci et que, 
seules, des habitudes d'esprit antérieurement acquises peu- 
vent la faire paraître plus compliquée. Elle est plus simple 
parce qu'elle met en évidence les propriétés les plus impor- 
tantes de l'intégrale, tandis que la définition de Riemann 
ne met en évidence qu'un procédé de calcul. C’est pour cela 
qu'il est presque toujours aussi facile, parfois même plus 
facile, à l’aide de la définition générale de l'intégrale, de 
démontrer une propriété pour toutes les fonctions auxquelles 
s'applique cette définition, c’est-à-dire pour toutes les fonc- 
tions sommables, que de la démontrer pour les seules fonc- 
tions intégrables, en s'appuyant sur la définition de Riemann. 
Même si l'on ne s'intéresse qu'aux résultats relatifs aux fonc- 
tions simples, il est donc utile de connaître la notion de 
fonction sommable parce qu’elle suggère des procédés rapides 
de démonstration. 

Comme application de la définition de l'intégrale, j'ai 
étudié la recherche des fonctions primitives et la rectification 
des courbes. À ces deux applications j'aurais voulu en 
joindre une autre ‘très importante : l'étude du dévelop- 
pement trigonométrique des fonctions; mais, dans mon 
Cours, je n’ai pu donner à ce sujet que des indications telle- 
ment incomplètes que j'ai jugé inutile de les reproduire 1c1. 

Suivant en cela l'exemple donné par M. Borel, j'ai rédigé 
ces Leçons sans supposer au lecteur d’autres connaissances 
que celles qui font partie du programme de licence de 
toutes les Facultés; je pourrais même dire que je ne sup- 
pose rien de plus que la connaissance de la définition et 
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des propriétés les plus élémentaires de l'intégrale des fonc- 
üons continues. Mais, s’il n'est pas indispensable de con- 
naître beaucoup de choses avant de lire ces Leçons, il est 
nécessaire d’avoir certaines habitudes d'esprit, il est utile de 
s'être déjà intéressé à certaines questions de la théorie des 
fonctions. Un lecteur parfaitement préparé serait celui qui 
aurait déjà lu l’/ntroduction à l'étude des fonctions d’une 
variable réelle, de M. Jules Tannery, et les Leçons sur la 
théorie des fonctions, de M. Émile Borel. 

Si l’on compare ce Éivre aux quelques pages que l'on 
consacre ordinairement à l'intégration et à la recherche des 
fonctions primitives, on le trouvera sans doute un peu 
long; j'espère cependant que lous ceux qui ont écrit sur 
la théorie des fonctions et qui savent les difficultés qu'il y a, 
en cette matière, à être à la fois rigoureux et court, ne 
s'étonneront pas trop de cette longueur ; peut-être même me 
pardonneront-ils d’avoir été, à leur gré, parfois trop diflus, 
parfois trop concis. 

Pour la rédaclion, j'ai eu surtout recours aux Mémoires 
originaux; je dois cependant signaler, comme m'ayant été 
particulièrement utiles, outre les deux Ouvrages précédem- 
ment cités, les londamenti per la teorica delle funsiont di 
variabil reali, de M. Ulisse Dini, et le Cours d'Analyse 
de l'École Polytechnique, de M. Camille Jordan. Enfin Jai 
à remercier M. Borel des conseils qu'il n'a donnés au cours 
de la correction des épreuves. 


Rennes, le 3 décembre 1903. 
Hexnrt LEBesquE. 


——m À me — 


PRÉFACE 
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Lorsque, il v a déjà deux ans, la maison Gauthier-Villars 
m'a informé que la premièreédition de ces Leçonsétait épuisée, 
j'ai été fort embarrassé. Comment conserver à ce Livre son 
caractère de revue des principales conceptions de l’intégrale 
et des résultats acquis dans la recherche des fonctions primi- 
tives, sans le grossir des nombreux travaux publiés sur ces 
sujets durant vingt-trois années ? 

Ï1 me fallait choisir. J'ai écarté résolument tout ce qui ne 
concourrait pas directement à «faire comprendre». Si, par 
exemple, j'ai parlé de l'intégration terme à terme des séries 
c’est que la possibilité de cette opération découle directement 
des propriétés qui caractérisent l'intégrale et qu'elle éclaire 
celles-ci; c'est que, lorsque l’on considérait l'intégrale comme 
la somme d'une infinité d'indivisibles, on utilisait une exten- 
sion de la notion de somme à certains égards comparable à 
celle qui donne la somme d’une série et que ces deux exten- 
sions sont intimement liées. Mais je n'ai pas parlé des procé- 
dés d'intégration par parties et par substitutions, du second 
théorème de la moyenne, de l'inégalité de Schwarz et de ses 
généralisations, indispensables pourtant pour l’utilisation 
mathématique de l'intégrale. 

La généralisation est l’un des meilleurs moyens de «faire 
comprendre» en mathématiques; alors que, sur le cas parti- 
cuher, on est gêné par tous Les faits que l'on peut observer et 
qui ne sont propres qu'à ce cas parliculier, dans le cas géné- 
ral il n’y a plus rien à observer en dehors des faits mêmes sur 
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lesquels 1l faut raisonner; on atteint ainsi au même résultat 
qu'avec les définitions axiomatiques, d'une façon moins 
précise logiquement, mais tellement plus vivante et sugges- 
tive! 

Si, pourtant, je n'ai pas traité des fonctions de plusieurs 
variables, c'est que les lecteurs de cette Collection peuvent 
se reporter à un excellent livre de M. de la Vallée Poussin et 
que s’offrait à moi une généralisation de l'intégrale bien au- 
trement vaste : l'intégrale de Stieltjès. 

À la vérité, c'est presque commettre un contresens que de 
traiter actuellement de l'intégrale de Stieltjès en se limitant 
aux fonctions d’une seule variable. J'ai cru pourtant pouvoir 
le faire; je me suis contenté d'indiquer la signification phy- 
sique générale de l'intégrale de Stieltjès. 

Lorsque, abandonnant le point de vue des quadratures, je 
me suis placé au point de vue des fonctions primitives, je 
n'avais plus à choisir, [l me fallait exposer les travaux de 
M. Denjoy, fondamentaux et d'ailleurs si décisifs que j'ai pu 
me borner à eux. On verra que, tout en suivant les idées de 
ML. Denjoy, je me suis beaucoup écarté de son exposé, toujours 
dans la forme, parfois quant au fond. Je souhaite avoir 
ainsi rendu plus accessible et contribuer à faire mieux 
connaitre l’une des plus belles conceptions de la théorie 
des fonctions de variable réelle. 

La totalisation de M. Denjoy utilise essentiellement la 
récurrence transfinie ; 1l m'a donc fallu employer le transfini 
plus délibérément que je ne l’avais fait dans la première 
édition. 

Bien que cette prenuère édition avait paru, à certains, auda- 
cteusement et volontairement remplie de nouveautés un peu 
scandaleuses, elle était l’œuvre d’un timide qui, sur les sept 
Chapitres qu'il avait écrits, en avait consacré six à l'exposé 
des recherches antérieures avant d'aborder les travaux que 
l'on considérait comme révolutionnaires. S'il l’avait fait, ce 
n'était pas par habileté de propagandiste qui cherche à recru- 
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ter des adeptes pour la révolution, mais pour se rassurer lui- 
même. |] croyait en effet, et il croit encore, que pour faire 
œuvre utile 1l faut marcher dans l’une des voies ouvertes par 
les travaux antérieurs; qu'on risquerait trop, en agissant 
autrement, de créer une science sans rapport avec le reste 
des mathématiques. Aussi s’était-il efforcé de dégager les idées 
qui avaient guidé, consciemment ou inconsciemment, les 
mathématiciens dans l'étude de l'intégration, leur idéal dans 
ce domaine eût dit le regretté P. Boutroux, et de montrer 
que ses idées personnelles étaient en liaison étroite avec celles 
de ses devanciers. 

C’est avec la même timidité que j'avais parlé des nombres 
transfinis. J'avais pu procéder par allusions et affirmations 
parce que Je n utilisais en somme que des transformations de 
séries simplement infinies en séries plus complexes fournies 
par le procédé des chaînes d’intervalles. Mais, pour la totali- 
sation de M. Denjoy, j'ai dû développer la Note que. j'avais 
consacrée aux nombres transfinis. 

De cette Note 1l résulte, en particulier, que j'aurais pu éviter 
l'emploi des chaînes d’intervalles et, par suite, ne plus faire 
appel au transfini en bien des endroits de ce Livre. J'ai cru 
qu'il y aurait des inconvénients et quelque hypocrisie à Le 
faire. Je m'explique par analogie. Les infiniment petits 
étaient Jadis des êtres obscurs qui intervenaient dans des 
énoncés imprécis et inexacts; tout est devenu clair grâce à la 
notion de bHmite. On peut, dès lors, se passer de la notion 
d'infiniment petit; mais, d'autre part, il n’y a plus aucune 
obseurité à l'employer. Etn’y aurait-il pas quelque hypocrisie 
à défendre aux autres l'emploi du langage si suggestif et si 
commode des infiniment petits, si l’on continuait à l'utiliser 
soi-même pour chercher des raisonnements? Les chaînes 
d'intervalles s'introduisent tout naturellement, les nombres 
transfinis sont un excellent outil mathématique, il convient 
de s’habituer à les employer. 

Pour mieux faire comprendre la totalisation de M. Denjoy, 
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je l’ai généralisée à la manière dont Stieltjès avait généralisé 
l'intégration ordinaire. A ceci se rattachent des problèmes qui 
attendent encore une solution. 

Mais à quoi servent toutes ces études ? Elles auratent été 
fort utiles même si elles n'avaient eu pour effet que de fixer 
notre attention sur l'intégration et la dérivation assez pour 
que nous ayons reconnu ceci: l'intégration est Loujours une 
opération analogue à celle qu'il faut faire pour calculer la 
quantité de chaleur nécessaire pour élever un corps de 1", en 
fonction des masses de ses parties et de leurs chaleurs spéci- 
fiques ; la dérivation est l'opération inverse. Ces opérations 
relient deux grandeurs attachées à ces corps et une fonction 
attachée aux points de ces corps. 

« Comment, dira-t-on pent-êlre, vous ne saviez pas cela? » 
Qu'on ne s'attende pas à obtenir aussi facilement mes aveux : 
«Je le savais, Je le savais très bien.» Pourtant, si je l'avais 
su en 1903 aussi parfaitement bien que maintenant, je n'au- 
rais pas omis de parler de l'intégrale de Stieltjés dans la pre- 
mière édition de ce livre. Et il faut croire que cette omission 
n'a pas généralement paru très grave, car aucun de ceux qui 
m'ont fait l'honneur de faire un compte rendu de mon livre ne 
l'a signalée. 

J'ai dit l'intégrale de Stieltjès; n’aurais-je pas du dire 
l'intégrale de Cauchy? Cauchy a, en effet, très nettement 
exposé l’importanceet la signification physique de la nouvelle 
intégration prise dans toute sa généralité, alors que Stieltjès 
a surtout défini logiquement la nouvelle opération, dans le cas 
seulement d'une variable. Je n’ar pas cru devoir changer la 
dénomination adoptée: Si je l'avais fait, aurait-il fallu prendre 
le nom du premier inventeur actuellement connu ou le nom 
de celui qui a donné à l'intégrale la définition la plus large, 
actuellement connue? De toute façon l'attribution eût été 
inexacte et injuste; autant s'en tenir aux inexactitudes 
consacrées. 

Ceci me fournit l'occasion de m excuser et des citations que 
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je n'ai pas faites ei de celles que j'ai faites; j'ai seulement 
voulu donner quelques points de départ pour les recherches 
bibliographiques, je n'ai pas essayé de résumer par là l’histoire 
du développement intensif de la notion d'intégrale pendant 
ces vingt dernières années. Je n'ai pas non plus la prétention 
de réussir à énumérer tout ce que j'ai emprunté aux divers 
Ouvrages récents sur la théorie des fonctions de variable 
réelle; tous m'ont été constamment utiles. 

Je remercie M. Vasilesco qui à bien voulu m'aider dans la 
correction des épreuves. 


Paris, le 3 décembre 1921. 
Henu: LEBESGUE. 
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CHAPITRE [. 


L'INTÉGRALE AVANT RIEMANN. 


I. — L'intégration des fonctions continues. 


L'intégration a été défime tout d’abord comme l'opération 
inverse de la dérivation; c’est l’opération permettant de résoudre 
le problème des fonctions primitives : 


Trouver les fonctions F(x) qui admettent pour dérivée une 
fonction donnée f(x). | 


On sait que, si ce problème est possible, il l’est d’une infinité de 
manières, et que toutes les fonctions primitives F(x) d’une même 
fonction f(x) ne diffèrent que par une constante additive. Ce qu’on 
se propose, c’est de trouver l’une quelconque des fonctions F(x). 

À l’époque où le problème des fonctions primitives fut posé 
sous la forme que j'indique, c’est-à-dire à l’époque de Newton et 
de Leibnitz, le mot fonction avait un sens assez mal défini. On 
appelait ainsi, le plus souvent, une quantité y liée à la variable x 
par une équation où intervenait un certain nombre des symboles 
d'opérations que l’on avait l’habitude de considérer. Les prinoi- 
pales de ces opérations étaient : les opérations arithmétiques (addi- 
tion, soustraction, multiplication, division, extraction de racines), 
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les opérations trigonométriques (avec les signes sin, cos, tang, 
arc sin, arc Cos, arc tang), les opérations logarithmiques et expo- 
nentielles (avec les signes log, a”). 

Pour un grand nombre de fonctions exprimées de cette manière 
on avait pu exprimer les fonctions primitives de la même manière, 
de sorte qu'il apparaissait comme certain que toute fonction 
admet une fonction primitive. D'ailleurs on pouvait répondre à 
qui doutait de cette proposition. 

Soit (fig. 1) la courbe T, y — f(x), représentant la fonction 


Fig. r. 





donnée f(x); les axes sont rectangulaires. Supposons, pour sim- 
plifier, f(x) positive; soient a A, bB deux parallèles à l’axe des y, 
d’abscisses à et x. Ces deux parallèles, l’arc AB de F, le seg- 
ment ab de Ox, limitent un domaine d’aire S(x). En évaluant 
l'accroissement bB Cc de cette aire, on voit que f(x) est la dérivée 
de S(x)('). 

Remarquons que dans les considérations précédentes le mot 
fonction a déjà reçu une extension considérable. La relation entre 
S(x}et x est en effet une relation géométrique et non plus une 
relation algébrique-trigonométrique-logarithmique. De telles rela- 
tions étaient encore considérées comme définissant des fonctions; 
seulement, on distinguait soigneusement entre les figures géomé- 
triques définies à l’aide de lois exprimables par des égalités géo- 





(') Pour la démonstration et pour le cas où f(x) n'est pas toujours positive, 
voir les traités classiques de calcul différenliel et intégral. 
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métriques et les figures qui n'étaient pas définies ainsi. Les 
courbes y — f(x) de la première espèce ou courbes géomé- 
triques définissaient des fonctions f(x); les courbes de la seconde 
espèce ou courbes arbitraires ne définissaient pas de vraies. fonc- 
tions. Lorsqu'on employait le mot fonction pour ces deux espèces 
de correspondances entre y etz, on distinguait les premières en les 
appelant fonctions continues (* ). | 

Îl y avait aussi une catégorie intermédiaire de fonctions, celles 
qui étaient représentées à l’aide de plusieurs arcs de courbes géo- 
métriques; .on les considérait plus volontiers comme formées de 
parties de fonctions. | 

Les fonctions continues étaient les vraies fonctions. On donnait 
ainsi au mot fonction un sens assez restreint parce qu'on croyait 
que toute fonction continue, définie géométriquement ou non, était 
représentable par une expression analytique, de la nature de celles 
dont il a été parlé précédemment, et qu’on croyait cela impossible 
pour les-‘fonctions non continues. 

Mais Fourier montra que les sérics trigonométriques, qui pou- 
valent être employées dans des cas étendus à la représentation des 
fonctions continues, pouvaient servir aussi à la représentation de 
fonctions non continues formées de parties de fonctions. En parli- 
culicr, une fonction nulle de o à r, égale à 1 de x à 27, admet un 
développement trigonométrique convergent. Le seul critère per- 
mettant dè distinguer les vraies fonctions des fausses disparaissait. 
Il fallait, ou bien étendre le sens du mot fonction, ou bien res- 
treindre la catégorie des expressions algébriques, trigonomé- 
triques, exponentielles qui pouvaient servir à définir des fonc- 
Uons. 

Cauchy remarqua que les difficultés qui résultent des recherches 
de Fourier se présentent même lorsqu'on ne se sert que d’expres- 
sions très simples, c’est-à-dire que, suivant le procédé employé 
pour donner une fonction, elle apparaît comme continue ou 
non. Cauchy cite, comme exemple, la fonction égale à + x pour 
æ positif, à — x pour x négatif. Cette fonction n’est pas continue, 
elle est formée de parties des deux fonctions continues + x et — x; 


elle apparaît au contraire comme continue quand on la note + (/x?. 





{1} Cette continuité est connue sous le nom de continuité eulérienne. 
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Pour conserver aux mots fonction continue leur sens primitif, 
il aurait donc fallu ne considérer que des expressions analytiques 
très particulières (*); Cauchy préféra modifier considérablement 
les définitions. 

Pour Cauchy y est fonction de x quand, à chacun des états 
de grandeur de x, correspond un état de grandeur parfaite- 
ment déterminé de y. 

Cette définition paraît la même que celle donnée plus tard par 
Riemann, mais en réalité les correspondances que Cauchy consi- 
dère sont encore celles qu'on peut établir à l’aide d'expressions 
analytiques, car, après avoir défini les fonctions, Cauchy ajoute : 
les fonctions sont dites explicites si l'équation qui lie x à y est 
résolue en y, et implicites si cela n’a pas lieu. Le fait que les cor- 
respondances sont établies à l’aide d’expressions analytiques n’in- 
tervient jamais dans les raisonnements de Cauchy, de sorte que les 
propriétés obtenues par Cauchy s'appliquent immédiatement ainsi 
que leurs démonstrations aux fonctions satisfaisant à la définition 
de Riemann (?). 

Pour Cauchy, une fonction f(x) est continue pour la valeur xo 
st, quel que soit le nombre positif &, on peut trouver un nombre 
n(e) tel que l'inégalité | h|£a(e) entraîne 


fCro+h)—f(m)l£s; 


la fonction f(x) est continue dans (a, b) si la correspondance 





(!) C'est ce qu'avait fait Méray qui donnait au môt fonction un sens très 
voisin de celui qu’on donnait autrefois aux mots fonction continue. Méray définit 
les fonctions par les séries de Taylor et le prolongement analytique; lorsqu'on 
adopte les définitions de Méray, l'existence des fonctions primitives résulte 
immédiatement des propriétés des séries entières. 

Mais, si l'on applique les définitions de Méray aux fonctions de la variable 
complexe, on se trouve conduit nécessairement, comme me l'a fait remarquer 
M. Borel, à considérer des fonctions discontinues d’une variable réelle. Par 
exemple, lorsqu'une série de Taylor est convergente sur son cercle de conver- 
gence, ses valeurs, sur ce cercle, peuvent définir deux fonctions réelles discon- 
tinues de l'argument. 

(*) Je ne veux pas dire par là que la définition de Cauchy est moins générale 
que celle de Riemann mais seulement que, s’il existait des fonctions satisfai- 
sant à la définition de Riemann sans satisfaire à celle de Cauchy, elles ne seraient 
pas exclues des raisonnements, 
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entre cet n(e) peut être choisie indépendamment du nombre x,, 
quelconque dans (a, b). 

On reconnaît là les définitions aujourd’hui classiques. 

Pour démontrer l'existence des fonctions primitives des fonc- 
tions continues, 1l suffit de reprendre la démonstration géomé- 
trique indiquée précédemment. Dans cette démonstration on a 
fait appel à la notion d’aire. Cette notion, déjà assez délicate 
lorsqu'il s’agit de domaines limités par des courbes géométriques 
simples comme le cercle ou l’ellipse, le devient plus encore lors- 
qu'il s’agit des domaines intervenant dans la démonstration qui 
nous occupe. 

Les courbes F qui limitent ces domaines ne sont plus nécessar- 
rement des courbes géométriques, elles peuvent être formées de 
parties de courbes géométriques (y = + x); on sait donc 
qu'elles peuvent être compliquées sans savoir où s'arrête cette 
complication. Aussi Cauchy crut devoir préciser ce que l’on doit 
entendre par le nombre S(x) de la démonstration précédente ; 
il lui suffit pour cela de reprendre les opérations qui servaient 
ordinairement à calculer des valeurs approchées de S(x) consi- 
dérée comme aire et de démontrer que ces calculs conduisaient à 
un nombre limite (!)}. On a ainsi la démonstration maintenant 
classique de l'existence des fonctions primitives. 

Soit (a, X) l'intervalle que nous considérons. Divisons (a, X) 
en intervalles partiels à l’aide des nombres croissants 


Xo — €; Xi, os ..., An—1, An — X; 


(*} Très souvent, en mathématiques, on prend, ainsi que le fait ici Cauchy, 
le procédé de calcul d'un nombre comme définition mème de ce nombre. D'ailleurs 
certains Mathématiciens n'admettent pas d’autres définitions d’un nombre que 
celles qui permettent son calcul. 

On remarquera l'intérêt de la si simple transformation effectuée par Cauchy : 
elle réduit le nombre des notions premières à partir desquelles nous raisonnons. 
On dit souvent que Descartes a ramené la géométrie à l'algèbre; cela n’aurait 
pas été exact, si Cauchy, par sa définition de l'intégrale, n'avait pas donné une 
construction logique de notions jusque-là déduites de l'intuition géométrique : 
aires, volumes, etc. 

Il y a là un progrès dont l'importance philosophique est extrème; mais, comme 
le travail de Cauchy n’apporte ancun enrichissement pour la notion d'intégrale, 
son intérêt mathématique est minime; aussi Cauchy ne l’a-t-il donné que comme 
un simple exposé pédagogique. 
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et formons la somme 
S—=(a—a@)f(x)+(t— a) fr) +... (an — an) Î(Tn). 


où æ; est un nombre quelconque compris entre a;., et a. On 
démontre que S tend vers un nombre déterminé S(X) quand le 
maximum de a;—u;_, tend vers zéro d'une manière quel- 
conque 


Le nombre S(X) ainsi obtenu s'appelle l'intégrale définie de 
la fonction f(x) dans l'intervalle (a, X). Depuis Fourier, on le 


représente par la notation FF F(LIAT, 


Ce symbole n’a jusqu’ à présent de sens que dans les intervalles 
positifs (a, X}), (XZa); par définition, on pose 


\ a 
(r)dx + f f(x) dx =. 
J L 


IL est évident que l’on a, quels que soient a, b, c, 


b € (23 
ne 
a pb € 


Remarquons encore que si Let {sont les limites supérieure et 
inférieure de f(x) dans (a, b}, [ras est comprise entre 


L(b— a) et {(b — a). La fonction continue f(x) prenant toutes 
les valeurs entre / et L, ÿ compris les valeurs / et L, on peut 
écrire 
b 
f f{z)dr —=(b—a)f(?). 


: étant compris entre a et b (!}; c’est le théorème des accroisse- 
ments finis. 





(!) Cette démonstration n’exclut pas les égalités : — à, £—6. Dans certains 
cas il est bon de prouver qu’on peut choisir £ différent de a et b; la démonstra- 
tion est immédiate, 


Le théorème considéré est le théorème des accroissements finis pour la fonction 


Le 
S(æ) = const. — f f{z) dx; 


il fournit, en effet, une expression de l’accroissement S(b}— S(a) subie par S(r) 
quand an passe de a à b. 
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Le nombre S(X ) étant maintenant défini d’une manière précise, 

on démontre l'existence de la fonction primitive de f(x) sans dif- 
ficulté. En effet, on a 


S(ro-+ h)— S(r y rot | 
eee — FJ. f(x) dx = f(xo-+ 8h), 


égalité qui démontre que la fonction S(x) est continue et a pour 
dérivée f(x). 

La fonction S(X) qui figure dans la démonstration précédente 
ou plus exactement la fonction 


X X 
S(X)+—hk=K +f f(x) dx — K; + f J{x) dr, 
“« x 


dans laquelle K et K, sont des constantes quelconques et & une 
valeur de x prise dans l'intervalle où f(æ) est définie, s'appelle 


l'intégrale indéfinie de la fonction f(x) et se notc f f(x) dx. 


On voit que l’intégrale indéfinie d’une fonction f(x) est la fonc- 
uon F(x) la plus générale telle que l’on ait, quels que soient « 
et 6 dans l’intervalle où f(x) est définie, 


(1) F(B)—V(x) — 1 f(x) dr. 


On voit aussi que, pour les fonctions continues, il y a identité 
entre les intégrales indéfinies et les fonctions primitives (!). 


II. — L'intégration des fonctions discontinues. 


Dans ce qui précède, l'intégrale définie apparaît comme un 
élément permettant de calculer la fonction primitive; dans la pra- 
tique, les fonctions primitives servent, au contraire, au caleul des 
intégrales définies. Ces intégrales définies, qui sont des limites de 
sommes dont le nombre des termes augmente indéfiniment 
tandis que la valeur absolue de ces termes tend vers zéro, se ren- 


2 —— 222 


(') Cela ne serait plus vrai si l'on n’introduisait pas la constante K dans la 
définition de l'intégrale indéfinie. 
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contrent dans un grand nombre de questions d'Analyse, de Géo- 
métrie et de Mécanique ('). Pour le calcul de certaines de ces 
limites de sommes, par exemple pour la définition et le calcul de 
l'aire comprise entre une courbe et son asymplote, l'intégration 
des fonctions continues ne suffisait plus; on a été ainsi conduit à 
s’occuver de l'intégration des fonctions qui sont infinies en cer- 
tains points ou au voisinage de certains points. D'autre part, pour 
certaines applications des intégrales définies, par exemple pour le 
calcul des coefficients de la série trigonométrique représentant 
une fonction donnée, il semblait y avoir avantage à définir l’inté- 
grale d’une fonction qui, tout en restant finie, est discontinue en 
certains points. Aussi, dès l'introduction de la notion d’intégrale 
définie, a-t-on étendu cette notion à certaines fonctions discon- 
tinues. 

On a été conduit à la définition qui sera donnée plus loin en 
posant en principe l'identité, constatée dans le cas des fonctions 
continues, de l'intégrale indéfinie et de la fonction primitive. 


Considérons la fonction f(x) qui, pour x:<0, est égale à 7 
VA 

Les seules fonctions continues qui admettent, sauf pour æ — 0, 
more # La S] , 3 FN y 

une dérivée égale à f(x) sont données par la formule K + = Vax?; 


on a dit que F(x)=- K + AVE était l'intégrale indéfinie de f (x), 


et convenu que la formule (1) donnerait l'intégrale défimie de f(x) 
dans un intervalle quelconque («, B). 

Soit encore la fonction f(x) (considérée par Fourier) égale 
à —1 pour æ négatif, à +1 pour æ positif (?). Les seules fonc- 
tions continues qui admettent f(x) pour dérivée, sauf pour la 





(') L'application la plus simple de la notion d'intégrale est la quadrature des 
domaines plans. À cause de celte application, on a fait souvent remonter la 
notion d'intégrale définie à Archimède et à la quadrature de la parabole. Il est 
vrai que beaucoup de quadratures ont été effectuées avant l'introduction du 
Calcul intégral, mais les géométres n'attachsient en général aucune importance 
particulière aux domaines bien spéciaux dont il faut calculer les aires pour avoir 
des intégrales définies. L'importance de ces domaines nest nettement apparue 
qu'après l'introduction de la notion de dérivée. 

(2) Cette fonction, non définie pour z = 0, admet, comme on sait, un dévelop- 


+ Yz! 
T 





pement trigonométrique; on peut aussi la noter 
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valeur singulière + — 0, sont les fonctions (considérées par Cau- 


chy) K + ÿx°; si l'on considère ces fonctions comme des inté- 
grales indéfinies, on en déduit, par la formule (1), la valeur de 
l'intégrale définie de f(x) dans tout intervalle (!). 

Cauchy énonce d’une manière très précise la définition dont on 
vient de voir deux applications. Pour lui, s£ une fonction f(x) est 
continue dans un intervalle (a, b), sauf en un point c, au 
voisinage duquel f(x) est bornée ou non (?), on peut définir 
l'intégrale de f(x) dans (a, b) si les deux intégrales 


c—/h 


b 
f f(x) dæ et f f(x) dx 
a eh 
tendent vers des limites déterminées quand h positif tend 
vers zéro, alors on a par définition 


ec — 


B b 
[cas fin ft) de + MCE] (s. 


S1 dans (a, b) il existe plusieurs points de discontinuité, on 
partage (a, b) en assez d’intervalles ‘partiels pour que, dans 
chacun d’eux, 1l n'existe plus qu’un seul point singulier; on 
applique à chaque intervalle [a définition précédente, si cela est 
possible ; on fait ensuite la somme des nombres ainsi obtenus. 

C'est à ces définitions que se rattachent les critères connus 
relatifs à l'existence des intégrales des fonctions infinies autour 
d’un point. 





(:) Il est bon d’ajouter que les intégrales définies, que l’on peut ainsi attacher 
aux deux espèces de fonctions discontinues que l’on vient de considérer, per- 
mettent d'exprimer les coefficients du développement trigonométrique des fonc- 
tions à l’aide des formules d'Euler et de Fourier qui servent dans le cas des 
fonctions continues. 

(?) Cauchy ne se préoccupe pas de la valeur de la fonction pour æ =c. 
D'ailleurs, pour lui, si f(x) tend vers une valeur déterminée quand x tend vers c, 
cette valeur limite est f(c); si f(æ) ne tend pas vers une limite unique, f(c)est 
l’une quelconque des valeurs comprises entre la plus petite et la plus grande des 
limites de f(x). Dans quelques Mémoires, P. Du Bois Reymond a repris ces con- 
ventions. 

(*) Cauchy s'occupe aussi du. cas où le second membre de cette égalité aurait 
un sens, sans que les deux intégrales qui y figurent aient des limites. Dans ce cas, 


R & 
il appelle ce second membre la valeur principale de l'intégrale f(x) dx. 
a 
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Pour des recherches relatives à la théorie des fonctions et en 
particulier pour l’étude des séries trigonométriques, Lejeune-Diri- 
chlet a étendu la notion d’intégrale. Les recherches de Lejeune- 
Dirichlet, qu’il avaitannoncées lui-même, n’ontjamais été publiées; 
mais, d’après Lipschitz, on peut les résumer comme 1l suit. 

Soit une fonction f(x) définie dans un intervalle fins (a, b), 
dans lequel il faut l'intégrer; soit e l’ensemble des points de 
discontinuité de f(x). Si e ne contient qu’un nombre fini de 
points, nous appliquon» les définitions de Cauchy. 

D'aprés Lipschitz, le eus qu’étudie Dirichlet est celui où Île 
dérivé e’ de e ne contient qu’un nombre fini de points(!}), comme 





: + 1 
cela se présente, par exemple, pour la fonction ——; où e ne con- 


Sin — 
x 


tient que Æ — 0. 

Les points de e’ divisent alors (&, b) en un nombre fini d'inter- 
valles partiels, soit (æ, 3) l’un d’eux. Dans (x4+4,5—4k);iny 
a qu’un nombre fini de points de e. Si, dans cet intervalle, les 
définitions de Cauchy ne s'appliquent pas, on dira que la fonction 
n'a pas d’intégrale dans (a, b). Si au contraire clles s’appliquent, 


on considère l'intégrale f{x)dzx et l'on fut tendre simulta- 
te a+h 


nément h et Æ vers zéro suivant des lois quelconques. Si lon 
n'obtient pas une limite déterminée, f(x) n'a pas d’intégrale 
dans (a, b); si au contraire on a une limite déterminée, on pose 


4 


8 
fe f{z)dxr = lim f f(x) dr. 
. Hu ATV e/ RL rh 


L'intégrale dans (a, b) est, par définition, la somme des inté- 
grales dans les intervalles (æ, 3). 
On voit que la définition de Dirichlet repose sur les mêmes 





(1) Pour la définition des ensembles dérivés et pour les propriétés des ensembles 
réductibles, voir la Note placée à la fin du Volume. Daus la traduction qu'il a 
donnée récemment du Mémoire de Lipschitz (Acta mat., t. 36), M. Montel fait 
observer que Lipschitz admet explicitement seulement que le dérivé est non 
dense (voir plus loin} et qu’il croit cependant pouvoir en conclure qu'il ne 
contient qu'un nombre fini de points. Cette erreur rend encore plus incertaine 
la signification qu’il convient de donner au texte de Lipschitz. 
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principes que celle de Cauchy; la définition générale qui découle 
de ces principes peut s’énoncer ainsi : 


Une fonction f(x) a une intégrale dans un intervalle 
Jfini(a, b) s'il'existe dans (a, b) une fonction continue F(x), 
et une seule à une constante additive près, telle que l’on ait 


a 
(1) ff de 2 F9) Fa) 


dans tout intervalle où f(x) est continue. F(x) est l'intégrale 
indéfinie de f(x) et l’on pose 


b ! 
f f(x) dx = F(b)—F(a). 


Pour que cette définition s’applique, il faut d’abord qu'il existe 
une fonction continue F(x) vérifiant la formule (1). Ceci revient, 
dans les deux cas traités par Cauchy et Dirichlet, à supposer 
l'existence des limites qui ont servi dans la définition. Nous sup- 
poserons cette condition remplie et nous allons chercher comment 
doivent être distribués les points singuliers de f(x) pour que cette 
fonction ait une intégrale. Au point de vue qui nous occupe, les 
points singuliers de f(x) sont ceux qui ne sont intérieurs à aucun 
intervalle dans lequel f(x) est continue; ce sont done les points 
de e et ceux de e', ces points forment un ensemble que nous dési- 
gnerons par E. Tout point limite de points de E, par sa définition 
même, est aussi point de E; E contient donc tous ses points 
limites. C’est un des ensembles que Jordan appelait parfaits et 
M. Borel relativement parfaits ; nous appellerons un tel ensemble 
un ensemble fermé, conformément à un usage maintenant uni- 
versel. 

Pour que la formule (1) définisse entièrement F(zx)},1l faut que, 
dans tout intervalle, il en existe un autre où f(x) est continue. 
L'ensemble E doit donc être tel que, dans tout intervalle, s'en 
trouve un autre qui ne contienne pas de points de E; c'est ce que 
l'on exprime en disant que E doit être non dense dans tout inter- 


valle (*). 





('} P. Du Bois Reymond, auquel est due la distinction des deux classes remar- 
quables d’ensembles, que nous appelons ensembles denses dans tout intervalle 
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Cette propriété de E n’est nullement suffisante; pour énoncer la 
propriété nécessaire et suffisante que doit vérifier E, il faut avoir 
recours aux propriétés des ensembles dérivés. 

L'ensemble fermé Ea des dérivés successifs E', E", ..., Ev,...; on 
sait que, si l’un des dérivés est nul, E est dit réductible, c'est un 
ensemble dénombrable; sinon l’un des dérivés est parfait, E et 
tous ses dérivés ont la puissance du continu (!). 

Ce sont ces propriétés qui vont nous servir. Supposons qu'il 
existe une fonction F(x) sauisfaisant à l'égalité (1) dans tous les 
intervalles où f(x) est continue et recherchons si F(xz) est bien 
déterminée; lorsqu'il en sera ainsi, l'égalité (1) servira de défimi- 
tion à l'intégrale. 

Nous nous appuierons sur cette remarque évidente : si l’inté- 


8 
grale f f(x)dæ, qui figure au premier membre de (1), a un sens 


dans tous les intervalles qui ne contiennent aucun des points 
Lis Los see, Æn, en nombre fini, les différentes fonctions conti- 
nues F(x) satisfaisant toujours à l'égalité (1) ne peuvent différer 
que par une constante. 

Si E ne contient qu’un nombre fini de points, F(x) est donc 
bien déterminée, d’où la définition de Cauchy. 

Le premier membre de (1) a maintenant un sens dans tout 
intervalle ne contenant pas de points de E’; donc, si E’ n’a qu’un 
nombre fini de points, F(x) est bien déterminée, d’où la définition 
de Dirichlet-Lipschitz. 

On'passe de là au cas où soit E”, soit E”, ..., soit E? ne contient 
qu'un nombre fini de points. 

Dans tout intervalle où E® n’a pas de points, F(x) est donc 
bien déterminée (?} et, par suite, le premier membre de (1) a un 
sens dans un tel intervalle; de là on conclut que F(x) est bien 





d'une part et ensembles non denses dans tout intervalle d'autre part, appelle les 
premiers systèmes pantachiques ou pantachies et les seconds systèmes apanta- 
chiques ou apantachies. C’est aussi Du Bois Reymond qui a donné le procédé 
général de formation des ensembles fermés et des apantachies, procédé qui con- 
siste à enlever d’un intervalle des intervalles en nombre fini ou dénombrable 
convenablement choisis. Au sujet des ensembles fermés et des ensembles non 
denses, voir BoreL, Leçons sur la théorie des fonctions, Chap. IIT. 

(1) Voir la Note placée à la fin du Volume. 

(2) Car, dans un tel intervalle, l’un des E” n’a qu’un nombre fini de points. 
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déterminée quand E n’a qu’un nombre fini de points. On passe 
ensuite au cas où soil Ee+!, soit Ew+2, .,, n’a qu’un nombre fini 
de points; puis au cas où c'est E2® qui jouit de cette propriété, 
et ainsi de suite. 

Nous voyons ainsi que, si E est réductible, F(zx) est bien déter- 
minée, de sorte que notre définition s'applique; il existe alors une 
intégrale que l’on obtient par l'application répétée de la méthode 
de Cauchy-Dirichlet. 

Pour avoir des exemples de fonctions auxquelles s'applique cette 
méthode, il suffit de prendre un ensemble réductible E, de ranger 
ses points en suite simplement infinie, x,, æ2, ..., et de former la 
série 


f(x) = sin 


ee 1, 1 
+ - Sin ARR ES hrs (ER 
Æ — à 2 € — x 2P LE — Lp+s 
j 2 P 








Supposons maintenant que l’ensemble E des points singuliers 
de f(x) ne soit pas réductible, Nous allons voir que, s’il existe 
une fonction F(x) satisfaisant à la condition (1} dans tout inter- 
valle où f(x) est continue, il en existe une infinité. 

Soit Ex celui des dérivés de E qui est parfait; E* s’obtient en 
enlevant de l'intervalle considéré (a, b) les points intérieurs à des 
intervalles à,, d:, ..., qui forment une suite dénombrable si E est 
non dense dans tout intervalle, ce qui est le seul cas qui nous 
intéresse (°?). 

Définissons une fonction $(x) par la condition d'être nulle 
pour æ—a, égale à 1 pour x — b. En tous les points de à, 


(x) — = En tous les points de d,, o(x) — PL si 02 est entre a 
, 3. ra 

et d,; eto(x) — 7 Si 92 est entre à, et b. D’une façon générale, 

ayant attribué à ®(zx), dans à, d, ..., d,_1, les valeurs A;, 


. “ A;-; À; . 
À:,..., À, on attribue à o(x), dans ô,, la valeur 1%, ; et 





J étant les indices de ceux des deux intervalles dy ds 


"ss On: 
qui comprennent Ô,. 





-(*) D’après les propriétés des séries uniformément convergentes, f(æ) a tous 
les points de E pour points de discontinuité. On verra facilement que la série 
précédente est intégrable terme à terme. 

Pour des exemples d'ensembles réductibles, voir la Note à la fin du Volume. 
(5) Car si E est dense dans un intervalle, F(x) est certainement indéterminée. 
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Tout point de E* est limite de points de certains intervalles 6, ; 
il est facile de voir que si des points de 6,,,4,,, ... tendent vers 7, 
A,, À,, ... tendent vers une limite déterminée; on prend cette 
limite pour valeur de o(x). o(x) est ainsi partout déterminée, c'est 
une fonction continue non constante dans (a, b) et, cependant, 
constante dans tout intervalle ne contenant pas de points de E. 
De sorte que, s’ilexiste une fonction F(x), satisfaisant à l'égalité (1) 
dans tout intervalle où 1l n’y a pas de points de E, F(r)+o(x) 
satisfait aussi à cette condition. 

Maintenant, si l’on remarque que les ensembles qui, à la page 11, 
ont été désignés par E et e sont réductibles en même temps (* ),on 
voit que, pour que la définition adojitée s'applique, il faut et 
il suffit que l'ensemble des points de discontinuité de la fonc- 
tion à intégrer f(x) soit réductible et qu’il existe une fonction 
continue F(x) vérifiant (1) dans les intervalles où f(x) est 


continue. 





(:) El faut bien remarquer que e peut ètre dénombrable sans que E le soit, 
e est alors un ensemble dénombrable non réductible; c’est le cas de l'ensemble 


des nombres rationnels. 





CHAPITRE IT. 
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I. — Propriétés relatives aux fonctions. 


Les fonctions auxquelles s'appliquent les définitions précé- 
dentes peuvent avoir une infinité de points de discontinuité; mais 
ces points sont encore exceptionnels, en ce sens qu'ils forment un 
ensemble non dense. Dirichlet a rencontré incidemment la fonction 

4) = lim | Him (cos mn! FA 
FH: œ Ro 

dont tous les points sont des points de discontinuité, puisqu'elle 
est nulle pour x irrationnel, égale à 1 pour x rationnel. Les consi- 
dérations de Cauchy et de Dirichlet ne s'appliquent donc pas à 
toutes les fonctions au sens de Cauchy. Riemann (!}) a montré, sur 
un exemple, comment l'emploi des séries permettait de construire 
des fonctions dont les points de discontinuité forment un ensemble 
partout dense, fonctions auxquelles les définitions précédentes ne 
peuvent donc s'appliquer. 

Soit (x) la différence entre x et l’entier le plus voisin; si x est 


La + is I . . , F . 
égal à un entier plus -: on prend (x) — 0. La fonction ainsi définie 
se nomme excès de x; c'est une fonction au sens de Cauchy car 
elle admet un développement de Fourier, procédant suivant: les 
lignes trigonométriques des multiples de 277, qui est partout 
convergent. Considérons la fonction, au sens de Cauchy, 


2 22 3? 


Tous. 


(*) Sur la possibilité de représenter une fonction par une série trigonomé- 
trique (Bulletin des Sciences mathématiques, 1833, Œuvres de Riemann). 


16 CHAPITRE II. 


nd 2P +1 
on voit immédiatement que si x n’est pas de la forme — (n et 


2p +1 étant premiers entre eux) f(x) est continue (‘). Au 
contraire, si æ est de la forme indiquée, quand x tend en croissant 


vers 2277, f{æ) tend vers une limite que l’on note 
2n 
2PTI : 
f( 27 o) \ ) 
et qui est 





2P +1 LL 2p-r I n® : 
f( 2n o)=f ( 27 )+ + 


2p :-1 
quand x tend vers 22! 
27 


JE +e) = (RE ___ rt 


27 PEL 16 n° 


en décroissant, f (æ) tend vers. 





Dans tout intervalle, /(x) a des points de discontinuité: les 
considérations du Chapitre précédent ne sont pas applicables 

En employant un procédé analogue à celui de Riemann, il était 
possible de former de nombreux exemples de fonctions très dis- 
continues. En utilisant la notion maintenant classique de série uni- 
formément convergente, il est facile de donner un énoncé général : 
une série uniformément convergente de fonctions discontinues /, 
définit une fonction f qui admet pour points de discontinuité tous 
les points de discontinuilé des fonctions f,, pourvu que chacun de 
ces points ne soit point de discontinuilé que pour une seule fonc- 
tion f,. Lorsqu'il n'en est pas ainsi, comme dans l’exemple de 
Riemann, il faut rechercher si les différentes discontinuités, que 
l’on rencontre pour la valeur considérée, ne se compensent pas de 
telle manière que f soit continue. 

On a souvent l’occasion d'appliquer un procédé analogue lorsque, 
connaissant des fonctions f; qui présentent une certaine singula- 
rité en des points isolés À,, on veut construire une fonction pré- 
sentant cette singularité dans tout intervalle. On essaie si l'on 
n’obtiendrait pas le résultat désiré en prenant une série unifor- 


(')} On s'appuiera sur la convergence uniforme de la série donnant f(x). 
{?} Cette notation est due à Dirichlet. 
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mément convergente de fonctions f,, telles que les À, correspon- 
dants forment un ensemble partout dense. C’est cette méthode de 
construction qui à reçu le nom de principe de condensation des 
singularités (1). 

Les exemples de Riemann montrent que les fonctions, auxquelles 
les procédés de définition examinés dans le Chapitre précédent ne 
peuvent s'appliquer, ne forment pas une classe très particulière 
dans l’ensemble des fonctions au sens de Cauchy. Et comme la 
restriction (2?) que nous avons imposée, avec Cauchy, aux fonc- 
Lions f(x), savoir que la relation entre f(x) et x soit exprimable 
analytiquement, n’esl jamais intervenue dans nos raisonnements, 
elle n’a simplifié ni les énoncés, ni les solutions des problèmes que 
nous nous sommes proposés. Îl n’y a donc aucun inconvénient à 
dire, avec Riemann : y est fonction de x si, à chaque valeur 
de x, correspond une valeur de y bien déterminée, quel que 
soit le procédé qui a permis d'établir cette correspondance. Cest 
cette définilion que nous adopterons maintenant; seulement, au 
lieu de supposer toujours que x puisse être pris quelconque dans 
un intervalle (a, b), nous supposerons quelquefois que x doive être 
pris dans un certain ensemble E pour les points duquel la fonc- 
uon y sera ainsi définie, sans l'être‘ pour tous les points d’un 
intervalle. Par exemple, la fonction EL est définie par l’en- 
semble des inverses des entiers positifs. 

Avant d'entreprendre l'étude de l'intégration des fonctions au 
sens de Riemann, je vais donner celles de leurs propriétés qui 
nous seront utiles dans la suite. 

Si l’on sait qu’une fonction reste toujours comprise entre deux 
nombres finis À et B, on dit qu’elle est bornée (3). C'est à l'étude 


(!) Gette dénomination est due à Hankel, Hankel avait cru pouvoir faire des 
raisonnemenis généraux au sujet de cette méthode; ce qu’on en doit conserver 
se réduit à des applications immédiates des propriétés connues des séries uni- 
formément convergentes, 

(7) Je n'ai pas à rechercher ici si cetle restriction est effective ou illusoire. 

(*) Il est bien entendu qu’une fonction non bornée peut être cependant toujours 
finie; c’est le cas de la fonction f(x) telle que 


f(o)=o, f(æ)= = pour x É0. 


Si l’on savait seulement d’une fonction qu'elle est constamment inférieure à un 
nombre fixe, on dirait qu’elle est bornéce supérieurement. 
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des fonctions bornées que l’on s’est le plus souvent limité (1). 
Lorsqu'une fonction est bornée, elle admet une limite supérieure L 
et une limite inférieure l; ces nombres sont définis, on le sait, par 
la condition que (/, L} soit le plus petit intervalle contenant toutes 
les valeurs de f(x). w — L— {est dit l’oscellation de f(x). 

Soit À un point limite de l’ensemble E sur lequel f(x) est 
définie (2). Soit à, un intervalle contenant A ; dans cet intervalle 1l 
existe des points de E; ils forment un ensemble e,. La fonc- 
thon f(x) définie sur e, admet des limites supérieure et infé- 
rieure, L,, {,, une oscillation w,. Soit 6, un intervalle contenant À 
et compris dans Ô,, 1l lui correspond les nombres L,, /;, w,; et 
l'on a évidemment 


Si nous considérons des intervalles à,, d2, 93, *.. Contenant 
tous À, compris les uns dans les autres, et dont les longueurs 
tendent vers zéro, nous avons une suite de limites supérieures et 
inférieures vérifiant les inégalités 


Slt. : LS L,£ L£ Li. 


Les L;: d’une part, les L; d’autre part, tendent donc vers deux 
limites {et L (/£L) et les w; tendent vers 


uw = L — [. 


Nous allons voir que les nombres ainsi obtenus, L, {, w, sont 
aussi les limites des nombres L', L', w; correspondant à des inter- 
valles à: contenant À et dont les deux extrémités tendent vers À 
quand £ augmente indéfiniment; en d’autres termes, ils sont indé- 
pendants du choix des intervalles à; et l’on peut supposer que ces 
intervalles ne sont pas contenus nécessairement les uns dans Îles 
autres. En effet, £ élant choisi arbitrairement, si 7 est assez grand, 


(!) On constate souvent que des questions très simples à traiter lorsqu'on se 
limite aux fonctions bornées sont, au contraire, très compliquées pour les fonc- 
tions les plus générales. Aussi j'ai indiqué soigneusement dans la suite si les 
théorèmes obtenus sont valables pour toutes les fonctions ou seulement pour des 
fônctions bornées; tandis que, le plus souvent, on omet d’indiquer explicitement 
que les fonctions dont on s'occupe sont bornées. 

(?) À ne fait pas nécessairement partie de E. 
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9; est contenu dans ô;; si # est assez grand, 44 est contenu dans d; 
done on à 


ce qui suffit à démontrer la propriété. 

Les nombres L,, L, w sont appelés le maximum ou limite 
supérieure, le minimum ou limite inférieure et l'oscillation 
de la fonction en À. A est un point de continuité ou de discon- 
tinuité, suivant que w est nul ou positif, c’est-à-dire suivant que L 
et sont égaux ou inégaux (!)}. 

Si æ est l’abscisse de À et si l’on convient de ne considérer 
que les valeurs de x supérieures à æo(x > ro), on obtient le 
maximum My, le minimum mn, et l’oscillation wy à droite en À, 
au delà de À. Siwy— 0, c'est-à-dire si M, -— Mas f(Lo+o)existe 
et est égale à My; la fonction est dite continue à droite au 
point rs, au delà de xo. SiMy== ma — /(æo), la fonction f{x}est 
dite continue à droite au point xs. On définit de même les nom- 
bres Me, me, &e (?). 

Si w4 et w, sont nuls, c'est-à-dire si f(t&o+o) et f(xo— 0) 
existent, la discontinuité est dite de première espèce, sinon elle 
est dite de seconde espèce. 

Toutes ces définitions pourraient être données pour des fonc- 
ons non bornées; rien ne serait changé, sauf que les nombres 
définis ne seraient Elie nécessairement finis. 

Aux notions précédentes, on peut rattacher la notion de limite 
d’indétermination qui nous sera souvent utile; cette notion est 
due à P. Du Bois Reymond. 

Un procédé de calcul fournit, dans certaines conditions, un 
nombre déterminé ©; dans d’autres conditions, au contraire, 1l ne 
fournit plus un nombre déterminé, mais, suivant la manière dont 





(') À ces définitions se raltachent les notions très importantes de fonction 
semi-continue inférieurement, de fonction semi-continue supéricurement intra- 
duites par M. Baire. Ce sont les fonctions / qui sont égales en chaque point 
respectivement au nombre Z ou L attaché à f en ce point. 

(*) La définition précédente est celle des maximum, minimum, oscillation 
de f(x) à droite de x,, æ, étant exclu. On considère aussi souvent les mêmes 
nombres, æ, n ‘étant pas exclu; il faut alors prendre les valeurs de æ égales ou 
supérieures à æ,(æ2æ,). C'est à cette facon d'opérer que se rattache la notion 
de continuité à droite au point x. 
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on l’applique, il fournit différents nombres qui forment un 
ensemble A. On peut alors, ou dire que le procédé ne fournit 
plus aucun nombre, ou dire que le procédé donne pour nombre 9 
l’un quelconque des nombres de A. Le nombre + est ainsi consi- 
déré comme indéterminé. Le plus petit intervalle qui contient 
tous les points de À, soit à son intérieur, soit confondus avec ses 
extrémités, a pour origine et pour extrémité les limites infé- 
rieure et supérieure d'indétermination du nombre +. Ces limites 
sont finies ou infinies, elles ne font pas nécessairement partie de A. 
Par exemple, on donne l’expression 
og — Jim x, 
n= 

où x est entier. @ est nul pour |x|<Z1; pour calculer + dans ce 
cas on peut choisir arbitrairement une suite d’entiers croissants n,, 
Ha, ..., et prendre la limite de la suite æ”i correspondante. Si x 
n’est plus compris entre — 1 et +1, en opérant ainsi et en choi- 
sissant convenablement les n;, on aura encore une limite, mais 
cette limite dépendra parfois du choix des n;. Pour x — —:1, 
l'ensemble À ne contient que + æ et — æ qui sont les deux limites 
d'indétermination. 

Pour x —1, © est égal à 1. Pour x > 1, 9 est égal à +. 

La notion des limites d’indétermination peut souvent étre 
remplacée par la notion plus simple de plus petite et de plus 
grande limite, notion que l’on doit à Cauchy. 

Supposons que le nombre © soit défini comme la limite pour 
À = À, d'un nombre (À); prendra toutes les valeurs possibles ou 
seulement celles d’un certain ensemble dont À, est un point limite 


(Pexemple précédent se ramène à ce cas si l’on prend À — = 
où À est entier, et = 0 ). La fonction d(À) n'est pas définie 


pour À — À, mais nous savons qu’elle a pour À — }, un minimum 
ou limite inférieure let un maximum ou limite supérieure L(\); 
ces nombres, finis ou non, sont respectivement la plus petite et 
la plus grande des limites que l’on peut obtenir quand, 





(*) Ces dénominations, limite inférieure et limite supérieure, sont celles 
qu’adopte M. J. Hadamard. 
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dans (À), on fait tendre À vers À,. / et L sont les deux limites 
d'indétermination précédemment définies; mais, dans le cas qui 
nous occupe, ces nombres sont compris dans l’ensemble A des 
valeurs limites, tandis que, dans le cas général, ils font seulement 
partie de À ou du dérivé A' de A. 

Mais 1l se peut aussi, et l’on en verra bientôt des exemples, que 
la fonction (A) ne soit plus une fonction bien déterminée, mais 
soit une fonction à plusieurs déterminations. 

On dit que l’on a une telle fonction si, à chaque valeur de À, 
prise dans un certain ensemble où la fonction est définie, on fait 
correspondre un ensemble de nombres; chacun de ces nombres 
est représenté par la notation 4 (A). Ce qui a été dit relativement 
aux limites supérieure et inférieure pour les fonctions à une 
seule détermination, s'applique sans aucun changement aux fonc- 
Uons à déterminations multiples. (à) a donc une (imite rnfé- 
rieure Ÿ et une limite supérieure L pour À1—1, qui sont, 
respectivement, a plus petite et la plus grande des limites que 
l’on peut atteindre en choisissant une suite de nômbres À; tendant 
vers À, et en choisissant convenablement les nombres d(A;) cor- 
respondants. Ces deux nombres sont les limites d’indétermina- 
tion de la limite de 4() quand À tend vers à, (1). 

Revenons maintenant à l'étude des fonctions. 

Il y a une relation très simple entre les oscillations relatives aux 
intervalles contenus dans (a, b) et les oscillations aux divers 
points de (a, b). On peut l'exprimer ainsi : 


Si, en tous les points de (a, b), l'oscillation est au plus 
égale à w, dans tout intervalle intérieur à (a, b) et de lon- 
gueur À, l'oscillation est inférieure à w + + dès que à est assez 
petit; e étant un nombre positif quelconque. 


S'il en était autrement, on pourrait trouver des couples de 





(!) Du Bois Reymond dit simplement « les limites d’indétermination de GX) 
pour À =}, ». Cela tient à l’idée que se faisait Du Bois Reymond de Ja valeur 
d’une fonction en un point de discontinuité {note 1, p. 9). Je crois qu’il vaut 
mieux adopter le langage du texte, plus conforme aux idées modernes sur la 
détermination des fonctions. 

Les fonctions à plusieurs déterminations, ou fonctions multiformes, ont jusqu'ici 
été peu étudiées. Le seul travail de quelque étendue les concernant est la Thèse 
soutenue récemment devant la Faculté des Sciences de Paris par M. F. Vasilesco. 
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points &p, bp, tels que b,— a, tende vers zéro et que l'on ait 


If(b»)—f(a)l> 0 +e 
L'ensemble des a, a, au moins, un point limite +. Si l’on prend 
une suite de valeurs a, tendant vers &, les b, tendent aussi vers à, 
donc en « l’oscillalion est au moins w + €. [l y à là une contra- 
diction avec l'hypothèse. 

La propriété est démontrée. Dans le cas où w — 0, elle se réduit 
à ce fait bien connu : une fonction continue en tous les points d’un 
intervalle est continue dans cet intervalle (!). 

La réciproque de notre propriété n’est pas vraie. Soit une fonc- 
tion égale à — 1 pour æ négatif, à +1 pour x positif, nulle pour x 
nul. Son oscillation pour x — o est 2 et, cependant, si l’on emploie 
le point de division + — 0, la fonction a une oscillation seulement 
égale à 1 dans chacun des deux intervalles obtenus. 

Nous allons maintenant définir l'oscillation moyenne d’une 
fénction bornée f(x) définie dans un intervalle fini (a, b). Parta- 
geons (&, b) en intervalles partiels à,, 92, ..., 0. Soit w; l'oscilla- 
tion de f(x) dans l'intervalle ô;, les extrémités de 6; étant ou non 
considérées comme faisant partie de l'intervalle. Et formons la 


quantité 
re Dit + ao, + ÔnOy | 
b— a 
Si Q est l’oscillation de f(x) dans (a, D}, &4, wa», -.., wa élant au 
4 ; 3 ul 
plus égaux à &, A est au plus égal à Q. Si donc nous divisons 9; en 
intervalles partiels d!, 97, ..., di, auxquels correspondent les 
oscillations &!, w?, ..., u/', On a 
Î=Pi 
Sy 2 > / w?, 
j=1 


En subdivisant les intervalles ô; on remplace donc À par un 
nombre plus petit ou au plus égal. 

Considérons deux séries de divisions de (a, b) en intervalles 
partiels ; aux divisions, D;, de la première série correspondent les 





(') C'est cette propriété que l’on énonce : la continuité est uniforme, On 
exprime par là que la quantité n(€) peut être choisic uniformément dans Pinter- 
valle considéré, c'est-à-dire indépendamment «le la variable æ; voir page 1. 

Le théorème général que nous avons démontré ici est dù à M. R. Baire. 
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nombres À,, A:, ...; à celles, A;, de la seconde des nombres «,, 
æ, .... Nous supposons que, pour chacune des deux séries, le 
maximum de la longueur des intervalles employés dans la g'ème qivi- 


, L I 2... 
sion tend vers zéro avec - (‘}; dans ces conditions nous allons 
£ L 


voir que les À; et «; ont üne même limite 

Comparons À; et «;; les intervalles de la division A; sont de 
deux espèces : les uns, les intervalles d, contiennent à leur inté- 
rieur des points de la division D;; les autres, les intervalles d', 
sont compris dans les intervalles de D;. La contribution des inter- 
valles d au numérateur de à; est au plus 2À;Q, si n est le nombre 
des points de division de D; et à; le maximun de la longueur des 
intervalles de À;. Les intervalles d' font partie de la division A’ 
obtenue en réunissant les points de division de D; et A,, donc ils 
fournissent au numérateur de æ; une contribution au plus égale 
à (b— a) À’, où À’; est le nombre analogue à A et relatif à A". 
Mais, puisque l’on sait que A’; est au plus égal à A;, on en déduit 


&;< A; nÀ;Q. 


Tous les .a;, à partir d’un certain indice, sont inférieurs 
à A;+e, (eo); donc leur plus grande limite est au plus A;+.e 
et, puisque : et e sont quelconques, la plus grande limite de «; est 
au plus égale à la plus petite des A;. Rien n'empêche d'échanger 
dans le raisonnement À; et «;; donc, toutes les limites des A; et 
des x; sont égales, A; tend vers une limite déterminée. Cette 
limite w est l’oscillation moyenne de la fonction dans (a, b). 

I] faut remarquer ce que nous avons démontré : A; tend unifor- 
mément vers w; c’est-à-dire que, dès que tous les intervalles sont 
inférieurs à un certain nombre À, le nombre A ne diffère de » que 
d’une quantité inférieure à & choisi à l’avance. 


11. — Conditions d’intégrabilité. 


Ces définitions posées, arrivons à la définition de l'intégrale telle 
que l’a donnée Riemann. 





(1) Les points de division employés dans la £ième division ne sont pas nécessai- 
rement employés dans la ( + r)ième; en d’autres termes, pour passer d’unc ‘division 
à la suivante, on ne subdivise pas les intervalles de cette division, on marque de 
nouveaux intervalles sans s'occuper de ceux précédemment employés. 
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Riemann porte son attention sur le procédé opératoire qui 
permet, dans le cas des fonctions continues, de calculer l'intégrale 
avec telle approximation que l’on veut, et il se demande dans quels 
cas ce procédé, appliqué à des fonctions discontinues, donne un 
nombre déterminé ('). 

Soit une fonction bornée f(x) définie dans un intervalle 
fini (a, b). Divisons (a, b) en intervalles partiels Ô,, 91, ..., d, et 
choisissons arbitrairement, quel que soit £, un point x; dans 0; ou 
confondu avec l’une des extrémités de à;. Considérons la somme 


S = 01 f(r1) + Do f(Te) +... + On f(Tn). 


Augmentons constamment le nombre des intervalles à et choisis- 
sons-les de telle manière que le maximum de leur longueur tende 
vers zéro (2). Alors, si S tend vers une limite déterminée, indé- 
pendante des intervalles et des points x; choisis, Riemann dit que 
la fonction f(x) est intégrable et a pour intégrale, dans (a, b), la 
limite de S. 

Lorsque d,, d, ..., à, sont choisis, le nombre S n’est pas 
entièrement déterminé; ses limites inférieure et supérieure d’in- 
détermination sont : 

S = El; 6, $ — £L;ô:, 


où {; et L; représentent les limites inférieure et supérieure 
de f(x) dans d;. Posons L;— l;— «;, alors 


S—S<S—S—ZXiui. 


Pour que S tende vers une limite déterminée, il faut d’abord 


(') Cauchy n’appliquait son procédé de définition de l'intégrale qu'à des 
fouctions considérées a priori comme intéressantes : les fonctions continues; 
maintenant, au contraire, toute fonction sera intéressante à laquelle s'appliquera 
le procédé de définition. 

De là, d'une part, une classification nouvelle des fonctions, d'autre part, un 
enrichissement de la notion d’intégrale, Si l'on compare les résultats de Cauchy 
et de Riemann (note 1, p. 2), il faut signaler le caractère mathématique du 
progrès dù à ce dernier. 

La façon dont ce progrès a été oblenu : délimiter le domaine d’application 
d'une définition quand on n’introduit & priori aucune restriction à son emploi, 
a été souvent utilisée depuis un siècle, 

(?) Il est bien entendu que, pour passer d’une division à la suivante, on n’est 
pas obligé de se servir des points de division déjà employés. 
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que S — S tende vers zéro ; mais 20;0; tend vers (b — a)w, où w 
est l’oscillation moyenne de f(x); donc, pour que f(x) soit inté- 
grable, il faut qu'elle soit à oscillation moyenne nulle. 

Cette condition est suffisante. Pour le démontrer, il suffit de 
prouver que S a une limite bien déterminée, puisque $ — S tend 
vers zéro. Supposons, pour faire cette étude, que l’on raisonne 
non. sur la fonction f, mais sur f + #, # étant une constante telle 
que f + k ne soit Jamais négalive. 

Soient, comme précédemment, page 22, les deux suites de divi- 
sions D,, D;, ...; A,, A:, ... telles que le maximum de la lon- 
gueur des intervalles partiels tende dans chaque suite vers zéro ; 
ce maximum est À; pour À;. Soient S,, S:, ...; Z,, 2, ... les 
nombres analogues àSet correspondant à ces divisions. 

Comparons S; et 2. Partageons les intervalles de A; en deux 
espèces, comme il a été dit dans l’étude de l’oscillation moyenne 
(p- 23). Les intervalles d fournissent, dans X;, une contribution 
au plus égale à 22;L, où L est le maximum de f(x) dans (a, b). 
Les intervalles d’ figurent tous dans 4’; à laquelle correspond À; 
donc, la contribution des intervalles d' dans X; est au plus égale 
à >. Mais À; s’obuient en morcelant les intervalles de D;; il est 
évident, dans ces conditions, que Z° est au plus égale à S;. De 
tout cela on tire 

2;<Si+nLa;. 


De cette inégalité on conclut, comme précédemment, que S; 
et Z; ont la même limite et même qu'ils tendent uniformément 
vers cette limite. 

La propriété est démontrée pour f + 4, donc elle est vraie 
pour f, car, en passant de f à f+k, on augmente toutes les 
sommes S de £(b— a). 

Il est important, pour la suite, de remarquer que nous avons 
démontré l'existence d’une limite pour S sans faire aucune hypo- 
thèse sur la fonction bornée f(x). La condition que f(x) est à 
oscillation moyenne nulle est intervenue seulement lorsque, de 
l'existence d’une limite pour S, nous avons déduit l'existence 
d’une limite pour S. 

On peut transformer la condition d’intégrabilité obtenue : il 
faut et 1l suffit que la somme X d;u;, tende vers zéro. Cela revient à 
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dire que les intervalles d;, dans lesquels w; est supérieur à un 
nombre positif e arbitrairement choisi, ont, pour £ assez grand, une 
longueur totale À aussi petite que l'on veut, car on a : 


he < Eô;w,< (b — & — À }s + À O, 


{2 étant l’oscillation de f(x) dans (a, b). On a ainsi l’énoncé 
donné par Riemann : 


Pour qu'une fonction bornée soit intégrable dans (a, b}, « 
Jaut et il suffit qu'on puisse diviser (a, b) en intervalles 
partiels tels que la somme des longueurs de ceux de ces inter- 
valles dans lesquels l'oscillation est plus grande que & sort 
aussi petite que l’on veut, et cela quel que soite > 0. 


S1 une telle division est possible, il s’en trouve une infinité dans 
toute suite de divisions telles que le maximum de la longueur des 
intervalles partiels tende vers zéro, puisque, quelle que soit cette 
suite, Ê0;; tend toujours vers le même nombre. 

De cette propriété de £ 5;w; résulte aussi que, si, à une suite de 
divisions de la nature considérée, correspondent des nombres S et S 


avant la même linnte, nous pouvons affirmer l’intégrabihté de la 
fonction considérée. 

La forme donnée par Riemann à la condition d'intégrabilité 
montre bien que les fonctions continues sont intégrables, mais 
elle ne met pas en évidence le rôle des points de discontinuité de 
la fonction. Paul Du Bois Reymond a mis ce rôle en évidence par 
une transformation de la condition d’intégrabilité. L’énoncé de 
Du Bois Reyÿmond suppose connue la définition des groupes inté- 
grables. 

Un ensemble de points d’une droite constitue un groupe inté- 
srable, si les points de l’ensemble peuvent être enfermés dans un 
nombre fini de segments dont la somme des longueurs est aussi 
petite que l’on veut (!). 


(!) On peut, à volonté, considérer qu'uu point est enfermé dans un intervalle, 
soit s'il est intérieur à cet intervalle ou confondu avec ses extrémités; soit s’il 
est intérieur à l'intervalle, les extrémités exclues. Les deux définitions corres- 
pondantes des groupes intégrables sont évidemment identiques; pour passer de la 
première à la seconde il suffit d'en allonger, d’aussi peu qu’on le veut, les inter- 
valles, en leurs deux extrémités. 
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Un nombre fini de points constitue un groupe intégrable, mais 
la réciproque n’est pas vraie. 

Considérons l’ensemble Z des points dont les abscisses sont 
données par la formule 


y , As 3 
3 ÉRTSRT RS 


LA 
dans laquelle tous les & sont égaux à o ou 2. Cet ensemble 


s'obtient en retranchant de l'intervalle (0, 1) d'abord les points 


Ne ; è F 2 : à Le 
intérieurs à lintervalle (3 : )» puis les points intérieurs aux 


: L, 2: \. \7a 1 2 2 ; ; : : 
intervalles (5 ji)? É + 23 + “ puis les points intérieurs aux 
. I 2 2 I 2 2 2 2, à 

intervalles (> =) ; (& Sn ne (5 ares +3) | 

ï 2 1 2 2 2 we | ; 

(+ Sur. PDT Que ms) --+ On divise donc toujours chaque 
intervalle restant en trois parties égales et l’on enlève la partie du 
milieu. Après x de ces opérations, il reste 2” intervalles; ces 2" 
intervalles peuvent servir. à enfermer (!) les points de Z; or, ils 


n . . 
ont une longueur totale _ Z est donc un groupe intégrable. Cette 


construetion de Z montre de plus qu’il est parfait, done il a la 
puissance du continu. 

Il est évident que l’ensemble formé par la réunion des points de 
deux groupes intégrables est un groupe intégrable. 

Voici maintenant l’énoncé de Du Bois Reymond : 


Pour qu'une fonction bornée soit intégrable, il faut et il 
suffit que, quel que soit & => 0, les points où l’oscillation est 
supérieure à & forment un groupe intégrable. 


Supposons / intégrable, alors on peut diviser (a, b) en inter- 
valles partiels tels que ceux dans lesquels l’oscillation est supé- 
rieure à e aient une longueur totale inférieure à n. Un point où 
l'oscillation est supérieure à & ne peut être contenu dans un inter- 
valle où l’oscillation n’est pas supérieure à €, donc un tel paint est 
nécessairement l’un des points qui ont servi à la division de (a, b), 
ou bien il est dans les intervalles de longueur n. Les points de 
division étant en nombre fini, les points où l’oscillation est supé- 
ricure à & peuvent être enfermés dans un nombre fini d’intervalles 





(") Enfermer est pris ici au sens large. 
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de longueur totale 2n, et, comme n est quelconque, ils forment un 
groupe intégrable. 

Réciproquement, nous supposons que les points d’oscillation 
plus grande que € forment un groupe intégrable. On peut donc les 
enfermer dans un nombre fini d'intervalles de longueur totale n. 
Employons ces intervalles 1 à la division de (a, b) et soient [' les 
autres intervalles. Dans chaque |’, il n’y a plus de points d’oscilla- 
tion plus grande que 6, chacun de ces intervalles peut donc être 
divisé en intervalles partiels 1” dans chacun desquels l’oscillation 
est au plus 2e. Les seuls intervalles, à oscillation plus grande 
que 2e, sont donc certains des intervalles 1; leur longueur totale 
est au plus n et cela suffit, d’après le criterium de Riemann, pour 
affirmer que f est intégrable. 

Dans l’énoncé précédent, on peut remplacer l’ensemble G(e) 
des points où l’oscillation est supérieure à e par l’ensemble G,(e) 


des points où l’oscillation n’est pas inférieure à e, car G (£) con- 
tient G;(e) qui contient lui-même G(e). | 

L'ensemble G,(e) jouit d’une propriété qui va nous permettre 
une dernière transformation de la condition d’intégrabilité : G;(e) 
est fermé. En effet, si À est un point limite de G;(e), tout inter- 
valle contenant À contient des points de G,(:) et f a une oscilla- 
tion au moins égale à € dans cet intervalle. 

Pour le nouvel énoncé de la condition d’intégrabilité, je vais 
faire appel à une notion qu'on retrouvera dans la suite : celle 
d'ensemble de mesure nulle. C’est un ensemble dont les points 
peuvent être enfermés dans un nombre fini ou une infinité dénom- 
brable d’intervalles dont la longueur totale est aussi petite que 
l’on veut. 

Un point, un groupe intégrable sont des exemples d’ensembles 
de mesure nulle. L’ensemble E formé par la réunion d’un nombre 
fini ou d’une infinité dénombrable d’ensembles E, de mesure nulle 
est évidemment aussi de mesure nulle (‘); tout ensemble dénom- 





(:) Car on peut enfermer E, dans une infinité dénombrable d’intervalles ax, de 
E 


longueur totale gmei et l’ensemble E, somme des E,, peut être enfermé dans l'in- 


finité dénombrable d’ensembles d'intervalles &,, &,, ... de longueur totale 


E 
jn+l on 
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brable de points est de mesure nulle. Ceci suffit pour montrer la 
différence qu'il ÿ a entre un ensemble de mesure nulle et un 
groupe intégrable : le premier peut être partout dense, le second 
est toujours non dense. 

Soit f(x) une fonction intégrable, ses points de discontinuité 
sont ceux de l'ensemble obtenu par la réunion dés groupes inté- 


grables Gr), G(:) G(3). +; ils forment donc un ensemble 


de mesure nulle. 

Soit maintenant une fonction bornée f(x) dont les points de 
discontinuité forment un ensemble de mesure nulle. G, (e) faisant 
partie de cet ensemble est de mesure nulle, et il est fermé ; nous 
démontrerons plus tard que cela suffit pour affirmer que G,(e) est 
un groupe intégrable (‘). Il en résultera que f est intégrable. 
Donc : 


Pour qu'une fonction bornée f(x) soit intégrable, il faut et 
il suffit que l’ensemble de ses points de discontinuité soit de 
mesure nulle (?). 


Comme exemple de fonction discontinue intégrable, Riemann 
cite la fonction 


fee 00. Ge). 
à 


Son intégrabilité résulte du fait que les seuls points de disconti- 


2P +1 


nuilé, étant de la forme x — , forment un ensemble dénom- 





brable, donc de mesure nulle; ou encore, du fait que, l’oscillation 

x T° + I ; : : 

étant — pour x — MN les points en lesquels l’oscillation est 
8 n°? on 


supérieure à € sont en nombre fini. 

Pour avoir une fonction intégrable ayant une infinité non 
dénombrable de points de discontinuité, reprenons l’ensemble Z 
qui a été défini précédemment (p. 25). La fonction {(x) admet- 
tant la période 1, qui est nulle entre o et 1 pour tous les points, 
EE 

(!) Voir p. 118. 

(7) Dans ma Thèse, j'avais utilisé cette propriété comme condition suffisante 
d'intégrabilité; dans la premiére édition de ce livre j'ai fait observer qu’elle était 


aussi une condition nécessaire. M, Vitali avait obtenu de son côté cette réciproque 
(Rend. del R. fst. Lomb., série IL, XXXVII, 1904). 
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sauf pour les points de Z où elle est égale à 1, est intégrable. Ses 
points de discontinuité forment en effet le groupe intégrable Z; 
Z étant parfait à la puissance du continu (*). 

Si l’on veut maintenant que, dans tout intervalle, il y ait un 
ensemble non dénombrable de points de discontinuité, il suffira 
d'appliquer le principe de condensation des singularités. On 
pourra considérer, par exemple, la fonction 


Ce #6) 46) 


Dog E 1 22 31 





Ses seuls points de discontinuité sont, d’après les propriétés des 
séries uniformément convergentes, ceux ou certains de ceux des 


fonctions f(x), f(£) ...; donc ils forment un ensemble de 


mesure nulle et & est intégrable. 


III. — Propriétés de l'intégrale. 


Le raisonnement qui précède est général, il permet de démon- 
trer QUE : 

Une série uniformément convergente de fonctions inté- 
grables est une fonction intégrable. 


En effet, les points de discontinuité de la fonction somme sont 
compris dans l’ensemble E formé des points de discontinuité des 
différents termes. Les points singuliers d’un terme forment un 
ensemble de mesure nulle, donc E est de mesure nulle et la série 
représente une fonction intégrable. 

En particulier, une somme de deux termes étant une série dont 
les deux premiers termes seuls ne sont pas identiquement nuls, /a 
somme de deux fonctions intégrables est une fonction inté- 
grable. De même, le produit de deux fonctions intégrables est 
une fonction intégrable, car les points de discontinuité du pro- 


duit sont points de discontinuité pour l’un au moins des facteurs. 
j 


À 


— Fr 5 RO à si 
De même aussi, si f est intégrable et que - soit bornée, Ps 








(') Les deux fonctions qui précèdent ne sont pas intégrables par le procédé de 
Cauchy-Dirichlet, puisque l'ensemble de leurs points de discontinuité n’est pas 
réductible. 
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intégrable; si f est intégrable, la racine m*"* arithmétique 
de f, si elle existe, est intégrable; si f est positive et intégrable 
et & intégrable, f® est intégrable; etc. 

L'opération f(#}, appliquée à des fonctions intégrables, peut 
au contraire donner des fonctions non intégrables. 

Prenons pour f une fonction partout égale à 1, sauf pour x — 0, 
où elle est nulle. f n'ayant qu’un point de discontinuité est 


n 5 + 0) 3 # È 1 
intégrable. + sera nulle pour æ irrationnel et + sera égale à : 


pour æ — : (p et qg premiers entre eux). 9 est intégrable puisque 


ses points de discontinuilé, étant ceux d’abscisses rationnelles, 
forment. un ensemble dénombrable. 

La fonction f(®) est ici la fonction y(x) de Dirichlet (p. 15), 
fonction non intégrable puisque tous ses points sont des poinis de 
disconlunuité. 

On peut préciser les deux premiers théorèmes qui viennent 
d’être obtenus. Soient f et o deux fonctions inlégrables; parta- 
geons l'intervalle où elles sont données en parties d,, 6, ..., ôn 
dans lesquelles nous choisissons des valeurs æ,, T2, ..., Æn. On a 


EE fr) + pOm)}e E Bi fai) + E 8: ç (ri); 


or les trois sommes qui figurent dans cette égalité sont des valeurs 
approchées des intégrales de f + o, f, o; donc l'intégrale de f + 9 
est la somme des intégrales de f et de © (!). En d’autres termes : 

L'intégrale d'une somme est la somme des intégrales. On 
suppose, bien entendu, qu'il s’agisse d'une véritable somme, c’est- 
à-dire de la somme d’un nombre fini de termes et non pas d’une 
série. 

Pour arriver au cas des séries uniformément convergentes, 1l 
nous sera commode de nous servir du théorème de la moyenne. 

Soit f(x)une fonction comprise entre {et L dans (a, b). L'inté- 
grale de f est, on le sait, la limite de la somme S — E0; f(x), 
mails On à 


(b— a)l = SG,1<20; f(x )<E ô;L — (b—a)l.. 





(') Il suffit de modifier légèrement la rédaction pour démontrer en même temps 
l'intégrabiülité de + y, laquelle est supposée antérieurement démontrée dans la 
rédaction du texte. 
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Donc S, et par suite sa limite, l'intégrale, est comprise entre 
(b— a)let(b — a)L; l'intégrale est donc de la forme (b— a), 
où p est compris entre / et L; c'est le théorème de la moyenne. 

Ce qui le distingue du théorème des accroissements finis, 
démontré pour les fonctions continues, c’est qu’il nous est impos- 
sible d'affirmer que p est l’une des valeurs que prend f dans (a, b). 

De ce théorème il résulte que, si le module de f est inférieur 
à €, l'intégrale de f est en module inférieure à |b— ae. 

Ceci posé, soit une fonction f somme d’une série uniformément 
convergente de fonctions intégrables 


f=u+u+t...+un+...…. 


Soient. s, la somme des » premiers termes, r, le reste corres- 


pondant, F, U,, S,, R, les intégrales de f, Un, Sx, ra. On a 
D = U, + U, +... «+ Uh, 


d'après le théorème sur l'intégration d’une somme. Ce même 


théorème montre que 
F == Sn + R». 


Or, dès que n est plus grand que 71, r, est en module inférieur 
à e, et R, est en module inférieur à [b— «| e. Dès que n est 
plus grand que 2,,|F — S$, | est inférieur à | b — a|e. La série XU, 
est donc convergente et de somme F. 


Une série uniformément convergente de fonctions inté- 
grables est intégrable terme à terme. 


Les théorèmes précédents ne sont démontrés que dans le cas où 
l'intervalle (a, b) est un intervalle positif (b > a), puisque l’inté- 
grale n’a été définie que dans ce cas. On complète la définition 
comme précédemment. 


b 
L'intégrale dans (a, b) se notant toujours f. f(x)dzx, la déf- 


nition complémentaire s'exprime par l'égalité 
b a 
f f{æ) dx + f F(xYdr = 0: 
a b 


Il est évident que les théorèmes précédemment démontrés pour 
les intervalles positifs sont vrais aussi pour les intervalles négatifs. 
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J'ajoute qu’on vérifie immédiatement que 
b € a 

æ) dx + x) de + dx = 0. 

JA JS) J fs = 


IV. — Intégrales par défaut et par excès. 


La définition qui vient de nous occuper a été obtenue en appli- 
quant, à des fonctions discontinues, le procédé de calcul des 
intésrales de fonctions continues. Nous savons qu'il existe des 
fonctions bornées, les fonctions non intégrables, pour lesquelles 
ce procédé ne conduit pas à un nombre déterminé. Mais on peut 
cependant, à l’aide de ce procédé, attacher à chaque fonction 
bornée deux nombres parfaitement définis. 


Nous avons vu (p. 25) que les sommes $ = Zd;L, tendent 
vers une limite parfaitement déterminée quand les ô; tendent vers 
zéro d’une manière quelconque, cette limite est l’un des deux 
nombres dont il s’agit; on l'appelle l'intégrale par excès et on Île 





De 
représente par le symbole f f(x) dx, qui s'énonce : intégrale 


par excès de a à b de f(x). 
De la même manière, on peut démontrer l'existence d’une limite 
pour les sommes S — ZX4;/;. D'ailleurs, en étudiant l’oscillation 


moyenne (p. 22), nous avons vu que 2 d;w; tend vers une limite 
parfaitement déterminée (b — a) «w et comme l’on a 


$ = ù = À Ôy &;, 
l'existence de la limite de S est démontrée (1). C’est l'intégrale 
| b 
par défaut qu’on note . f(x) dx. 


Ces deux nombres ont été définis pour la première fois, d’une 
façon précise, par Darboux (?). 
Pour compléter leurs définitions, données seulement pour b > a, 





(:‘} On pourrait aussi déduire l'existence de cette limite de l’existenee de l'in- 
tégrale par excès pour — f. 
(2) Annales de l'École Normale supérieure, 1875. 
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ah a 
D 
a “ph a 


Ï faut remarquer que, dans un intervalle négatif, l'intégrale par 
excès est plus petite que l'intégrale par défaut. 
On a toujours 


b a b € a 
Joe Pr 
Fe] b ee a b € 


mais, l'intervalle d'intégration étant positif, on a 


pu 


on pose 





b 


a 
+ f = 0. 
b 














comme on le voit par un raisonnement analogue à celui de la 
page 31, et non pas les mêmes relations où les signes d’inégalité 
sont remplacés par des signes d'égalité; les signes d’inégalité sont 
indispensables; par exemple, prenons f(x)—y(x) (p. 15), et 
p(æ)——7(x); nous aurons, dans (6,1), 


fre, fr= fre Jr= free 0 Ja (1). 


L'intégrale a été définie comme la limite du nombre 
= EL ô; f(x;) 


quand le maximum }. des 6; tend vers zéro. Posons S _: L(2), nous 
définissons ainsi une fonction à déterminations multiples (p. 21). 
Les limites d’indétermination de la limite de (à) pour À — 0 sont 
les deux intégrales par excès et par défaut. Ceci fait prévoir que 
ces deux intégrales nous feront souvent connaître des limites infé- 
rieure et supérieure d’un nombre quand on saura que ce nombre 


est donné par l'intégrale / / dx toutes les fois que f est intégrable. 


Pour mieux étudier l’indétermination de la limite de S. il fau- 
? 





(*) On pourrait utiliser d’une manière analogue une fonction non intégrable 
quelconque pour avoir un exemple dans lequel les signes d'inégalité sont 
indispensables. 


æ 
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drait délerminer l’ensemble A de toutes les valeurs limites de S ('). 
Pour le cas de l’intégrale, on a cette propriété que je me conten- 
terai d’énoncer : Tout nombre compris entre les intégrales par 
excès et par défaut est l’une des limites des sommes S, quand } 
tend vers zéro (?). 





(*) Dans certains cas, on à déterminé non seulement l'ensemble des limites 
d’une fonction &(X), mais encore la fréquence de chacune de ces limites. Cela 
a été fait notamment pour la sommation de certaines séries divergentes (voir 
BorEL, Leçons sur les séries divergentes, p. 5). 

(?) Voir LEBEsGUuE, Ann. de l'Éc. Norm. SUP., 1910. À Litre d'exercice con- 
cernant les intégrales par excès et par défaut, on pourra démontrer que, f(x) 
étant une fonction bornée d’oscillation moyenne w dans (a,b}) et dont 
les limites inférieure, supérieure et l'oscillation en æ sont {(æ), L(x) et 
w(z), on a 


Gao fftardr [jte as = fit) az fix) dx = foie) dx. 


Les mêmes relations sont vraies si, dans la définition de L(æ), {(æ), (x), 
on exclut la valeur æ de la variable, ou si, par ces notations, on désigne les 
limites supérieure, inférieure et l’oscillation à droite ou à gauche, æ étant exclu 
ou non, (Voër la note 2, p. 19.) 


RQ me ——— 


CHAPITRE IE. 


DÉFINITION GÉOMÉTRIQUE DE L’'INTÉGRALE. 


I. — La mesure des ensembles. 


Dans le premier Chapitre, la définition de l'intégrale a été 
rattachée à celle de certaines aires; nous allons rechercher si, par 
unu voie géométrique analogue, on peut arriver à la définition 
générale de Riemann. Nous verrons que cela est possible, de sorte 
que l'intégrale de Riemann apparaît comme la généralisation 
naturelle de l’intégrale de Cauchy, que l’on se place au point de 
vue analytique ou géométrique (‘). 

Je vais d’abord attacher aux ensembles des nombres qui seront 
les analogues des longueurs, aires, volumes, attachés aux scgments, 





— 


(:) Dans ce qui suit, je suppose définie la longueur (euclidienne) d’un segment 
et l'aire (euclidienne) d’un polygone. 

Pour éviter toute difficulté, il est commode de considérer un point comme un 
ensemble de trois nombres x, y, z; un déplacement comme un changement de 
coordonnées dont les coefficients sont assujettis aux conditions connues. Alors, 
par définition, la distance des deux points (a, b, c), (x. 8, y) est 


+ÿ(a— a) +(6—$Bj+(c—yy. 


La fonction ainsi définie est, à un multiplicateur constant près, la seule fonction 
de deux points qui reste invariable dans les déplacements et telle que l’on ait 


f(P, Q)+/(Q, R)=/(P,R), 


lorsque Q est sur le segment PR. C’est de là que vient l'importance du nombre 
lonsueur. 

L'aire d’un polygone est définie par les théorèmes de la Géométrie élémentaire; 
l'importance de ce nombre se justifie comme celle de la longueur. ( Voir la 
Géométrie élémentaire de M. Hadamard, note D, ou encore la Géométrie de 
MM. Gérard et Niewenglowski.) 
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aux domaines plans ou aux domaines de l’espace. C’est à Cantor 
que l’on doit la première définition de ces nombres; je vais adopter 
la méthode d'exposition de Jordan qui à simplifié et complété 
la définition donnée par Cantor (!). 

Soit E ün ensemble borné (2) de nombres ou, si l’on veut, de 
points sur une droite. Soit (a, b) l'un des intervalles contenant E. 
Divisons (a, b) en un nombre féni d’intervalles partiels. Soit À le 
maximum de la longueur de ces intervalles. Je désigne par A la 
somme des longueurs des intervalles partiels qui contiennent des 
pôints de E et par B la somme des longueurs de ceux dont tous les 
poinis font partie de E (#). Jordan démontre que A et B tendent 
vers deux limites parfaitement déterminées quand À tend vers zéro. 
Pour nous, l'existence de ces limites est évidente, car A et B sont 
des valeurs approchées des intégrales par excès et par défaut de la 


EE —————" — 


()} Dans le cas d’un ensemble de points dans l’espace, la définition qu’emploie 
Cantor (Acta mathematica, t. IV) peut être énoncée ainsi : De chaque point M 
d'un ensemble E comme centre traçons une sphère de rayon p; l’ensemble 
des points intérieurs à ces sphères forme ua ou plusieurs domaines dont on a 
le volume (au sens ordinaire du mot} par une intégrale triple. Soit f{p) ce 
volume; la limite de f(p), quand p tend vers zéro, est le volume de E. 

Cette définition est équivalente à celle de l'étendue extérieure donnée par 


Jordan (t. I de la 2° édition de son Cours d'Analyse). 
Minkowski s'est servi du nombre f{e)- Dans le cas où E est formé de 


fe), 
Tp*° d 
c’est ce que Minkowski appelle la /ongueur de la courbe. L'aire d’une surface 


points d’une courbe, Minkowski considère le rapport s’il a une limite, 





se définit par le rapport Fe. 

Oa voit que le nombre f(p) peut rendre des services dans la théorie des 
ensembles. Ce qui précède semble montrer qu’il peut ètre employé de différentes 
manières suivant le nombre de dimensions de E; d’ailleurs, Cantor indiquait 
dans son Mémoire que la notion de volume lui servait dans la définition du 
nombre des dimensions d'un ensemble continu. Dans beaucoup de questions, il 
semble qu’une telle définition serait fort utile; Cantor n’a pas publié ses 
recherches sur ce sujet. Des recherches récentes concernant le nombre de 
dimensions d’un ensemble rendent d’ailleurs fort douteux que Cantor ait pu 
arriver à des résultats importants dans cette voie. 

Relativement au nombre f(o), on pourra consulter un Ouvrage fort intéressant : 
Theory of sets of points, publié depuis la première édition de ses Leçons par 
M. et M=e W. H. Young, 

(2) C'est-à-dire dont tous les nombres sont compris entre deux limites finies. 

(5) On peut donner deux sens aux deux expressions « un intervalle contient 
des points » et « tous les points d'un intervalle » comme au mot « enfermé » 
(votr note r, p. 26). Il.est indifférent d'adopter l'un ou l’autre. 
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fonction L égale à 1 pour les points de E, nulle pour les autres 
points (‘). 

La limite de À s'appelle l'étendue extérieure de E, e(E); celle 
de B est l'étendue intérieure, ei(E). 

Quand ces deux étendues seront égales, nous dirons que l’en- 
semble est mesurable J, c'est-à-dire par le procédé de Jordan, 


et d’étendue (?) 
e(E) = e(E) = e(tE); 


dans ce cas, la fonction Ÿ attachée à E est intégrable au sens de 
Riemann et son intégrale dans (a, b)este(E). 

Interprétons la condition d’intégrabilité de 4. Les points de 
discontinuité de Ÿ sont les points de E qui sont limites de points 
ne faisant pas partie de E, et les points limites de E qui ne font 
pas partie de E. Ces points sont appelés, par Jordan, les points 
frontières de E; leur ensemble est la frontière de E. Donc, pour 
qu’un ensemble soit mesurable J, il faut et il suffit que sa frontière 
forme un groupe intégrable. 

Cette condition peut se transformer si l'on remarque que, par 
définition, pour un groupe intégrable À tend vers zéro. De sorte 
qu’un groupe intégrable est un ensemble d’étendue extérieure 
nulle ou, si l’on veut, un ensemble mesurable J et d'étendue nulle. 

La méthode précédente ne pourrait être appliquée aux ensembles 
formés des points d’un espace à plusieurs dimensions que 1 nous 
avions étudié au préalable les intégrales multiples par défaut et 
par excès. Une telle étude ne présente pas de difficultés, mais 1l 
est plus simple d'employer la méthode de Jordan qui est, en 
somme, la démonstration de l'existence de ces intégrales dans Je 
cas particulier de la fonction ®. 

Considérons dans le plan un ensemble de points E borné, c’est- 
à-dire tel que l’ensemble des coordonnées des points de E soit 
borné. Un tel ensemble est tout entier contenu dans un carré 
convenablement choisi, d’aire R. Divisons le plan en petits carrés 
dont le maximum de la diagonale est À. Soient À la somme des aires 





(*} M. de la Vallée Poussin définit les étendues extérieure et intérieure à l’aide 
de Y. 

(2) C'est à dessein que le mot étendue est employé ici; le mot mesure, que l'on 
emploie souvent comme synonyme d’étendue, sera défini plus loin. 
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de ceux des carrés qui contiennent des points de E et B la somme 
des aires de ceux dont tous les points appartiennent à E. A et B 
sont plus petites que R. Il faut montrer qu'elles tendent vers des 
limites déterminées quand } tend vers zéro ; pour cela, considérons 
d’abord une suite de divisions D,, D, ..., auxquelles correspon- 
dent les nombres A,, B,, A2, B:, ..., et telles que les À corres- 
pondants tendent vers zéro; et soit une suite de divisions À; aux- 
quelles correspondent les nombres &; et 6;, et telles que les 
nombres }; correspondants tendent vers zéro. 

Comparons À; et x;. Les carrés de A; intervenant dans &; sont de 
deux espèces : les carrés d qui contiennent à leur intérieur des 
points des côtés des carrés de D; intervenant dans A;, les autres 
sont les carrés d'. Les points des carrés 4 forment un ensemble 
qui est contenu dans l’ensemble des points distants de moins de À, 
de l’un au moins des points des côtés des carrés de D);. 

Si dans À; n'intervenait qu’un seul carré de D; et de périmètre 4c, 
cet ensemble serait décomposable en domaines dont la somme des 
aires, au sens élémentaire du mot, serait 8c2;+ (7x — 4)À; pour 
c=>2À;; plus généralement, si dans D; la somme des périmètres 
des carrés intervenant dans À; est {, l’ensemble correspondant 
sera divisible en domaines dont la somme des aires est au plus 2 /À;. 
Ce nombre est aussi le maximum de la contribution dans «}; des 
carrés d. 

Quant aux carrés d”, ils donnent évidemment une contribution 
au plus égale à A;. Donc, on a 


x; SA;+ 20h; 


et cela suffit (!) pour démontrer que «; et A; tendent vers une 
même limite C. 

Le nombre (, dont l'existence vient d’être démontrée, est 
l'étendue extérieure de E, e,(E): mais il s’agit ici d’une étendue 
superficielle. Cette distinction est importante à noter, car tout 
ensemble de points en ligne droite a une étendue superficielle 
extérieure nulle et peut avoir une étendue linéaire extérieure 
quelconque. 

On démontrerait de même que B; et 6; tendent vers une même 





(*} Comparez avec le raisonnement de ia page 23. 
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limite G. On peut aussi remarquer que, si à la division 4; et à 
l'ensemble des points du carré d’aire R qui n'appartiennent pas 


à E, on associe deux nombres à; et B;, analogues à «jet 6;,on a 


œ;-t- S;=— 


et l'existence, qui vient d’être prouvée, de la limite de «; montre 
l'existence de la limite de B;. Cette limite est l'étendue superfi- 
cielle intérieure de E, e,(E). 

Comme pour les ensembles linéaires, on dira qu’un ensemble 
est mesurable J et d'étendue e(E) — e(E), si les deux étendues 
extérieure et intérieure sont égales. 

Si nous remarquons que les carrés qui servent dans À sans 
servir dans B sont ceux que l’on devrait considérer pour avoir 
l'étendue extérieure de la frontière de E, on voit que la frontière 
de E à pour étendue extérieure e.(E) — e;(E); de là se déduit la 
condition nécessaire et suffisante pour qu'un ensemble soit mesu- 
rable J. 

J'ai déjà employé le mot domaine, il est utile ici de préciser ce 
qu'il faut entendre par là. 

Une courbe est l’ensemble des formules 

æ=æ(t),, y=y(t), s=323(t); 

où æ(t}, y(t}, (1) sont des fonctions continues définies dans un 
intervalle fini (fo, t,). Les points de la courbe sont ceux que l'on 
obtient en donnant à £ une valeur déterminée quelconque; les 
points qui ne correspondent qu’à une valeur de £ sont dits stmples, 
les autres multiples. Si les deux points correspondant à { et t 
sont identiques, la courbe est dite fermée; si le point 4,, 4, ne 
correspond à aucune autre valeur de t, ce point n’est pas considéré 
comme multiple. 

S1 l’on remplace + par une fonction toujours croissante ou tou- 
jours décroissante de 0, on obtient une nouvelle courbe qu'on ne 
considère pas comme différente de la première ; mis deux courbes, 
auxquelles correspondent le même ensemble de points, peuvent 
être différentes; c’est le cas des deux courbes, définies dans 
(— _ + =), par Z —sin{, Y—0, 3 —0, et par x — sin? +, 
V0: = 6, 

Dans le cas d'une courbe fermée, on peut faire la transforma- 
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— 9 





Li t L3 F - 
uon 6 — ; et considérer les fonctions de 4 obtenues comme 


1— #0 

périodiques et de période 1. Alors, pour définir la courbe, il 
suffira de se les donner dans un intervalle quelconque d’étendue 1 
et non plus nécessairement dans (0,1); enfin l’on pourra, dans cet 
intervalle, remplacer 8 par une fonction toujours croissante ou 
toujours décroissante de tr. Toutes les courbes ainsi obtenues sont 
regardées comme identiques. 

Jordan a démontré le premier, dans la deuxième édition de 
son Cours d'Analyse, qu'une courbe fermée sans point mul- 
tiple sépare le plan en deux régions (!}; nous admettrons ce 
résultat, qui paraît si évident intuitivement qu’on a tout d’abord 
quelque peine à comprendre qu'il faille le démontrer. 

Lies points de la région intérieure constituent ce que l’on appelle 
le domaine limité par la courbe. Relativement aux points de 
cette courbe, on peut faire deux conventions, les considérer comme 
points du domaine ou non, cela a en général peu d'importance. 

La frontière d’un domaine est constituée par la courbe fermée 
qui sert à le définir. 

Lorsque les deux étendues extérieure et intérieure d’un domaine 
sont égales, le domaine est dit quarrable et son étendue superfi- 
cielle est appelée son atre (*). 

Pour qu’un domaine soit quarrable, il faut que sa courbe fron- 
tière soit d’étendue extérieure nulle; une telle courbe est dite une 
courbe quarrable. Un carré est évidemment quarrable, 

De la définition des domaines quarrables, il résulte que rien 
n'aurait été changé si l’on avait supposé que la division A; (p. 39) 
était une division en domaines quarrables de diamètres inférieurs 
à Àj. 

Voici maintenant des exemples des diverses circonstances qu’on 
vient d'envisager. 





(!) Voir aussi le Traité d'Analyse de M. de la Vallée Poussin. Dans cette 
seconde édition, je devrais indiquer bien d’autres références tellement les travaux 
récents sur celle question et les questions connexes sont nombreux. Je me 
contentcrai de renvoyer a l’article de M. Zoretti : Recherches récentes sur la 
théorie des fonctions (Encyclopédie des Sciences mathématiques, II, 1}, et aux 
premiers tomes des Fundamenta Mathematicæ. 

(2?) D'ailleurs, quelques auteurs emploient toujours, à la nl4te des mots étendue 
linéaire et étendue superficielle, les mots longüeus et aire. 
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Les groupes intégrables nous fournissent un premier exemple 
d’ensembles mesurables J linéairement. En particulier, l'en- 
semble Z (p. 26) est d’étendue extérieure nulle. Il en sera de 
même, a fortiori, de tout ensemble formé à l’aide des points de Z; 
tous ces ensembles sont donc mesurables J el d’étendue nulle. 
Comme Z a la puissance du continu, il est possible d'établir une 
correspondance biunivoque entre les points de Z et ceux d'un 
intervalle, de sorte qu’à tout ensemble de points de cet intervalle 
on fasse correspondre un ensemble de points de Z; donc l'en- 
semble des ensembles mesurables J a une puissance au moins égale 
à celle de l’ensemble des ensembles de points et, comme il ne peut 
évidemment avoir une puissance supérieure, 1l à exactement cette 
puissance (!). 

Un autre exemple d'ensemble mesurable J linéairement nous 
est fourni par un nombre fini d'intervalles. Si d’un tel ensemble 
on retire un groupe intégrable, il reste un ensemble mesurable J, 
l'étendue n’a pas varié. 

On verra facilement que l’ensemble mesurable J le plus général 
ne diffère d’un ensemble mesurable J, formé par une infinité 
dénombrable d’intervalles, que par l’addition d’un certain groupe 
intégrable G,, et par la soustraction d'un autre groupe’ inté- 
grable Ga (2). 

Il est facile aussi de citer des ensembles mesurables J superti- 
ciellement. Tout ensemble borné Z,, se projetant sur l'axe des x 
suivant l'ensemble Z, est un ensemble mesurable J de mesure 
superficielle nulle. Les ensembles de mesure superficielle exté- 
rieure nulle jouent, dans la théorie des intégrales doubles, au sens 
de Riemann, le même:rôle que les groupes intégrables sur une 
droite; on peut les appeler les groupes intégrables du plan. 





(!) Il est fait usage ici d’un théorème très important sur la comparaison des 
puissances dont on trouvera dans la Note I des Leçons sur la théorie des fonc- 
tions de M. Borel une démonstration due à M. F. Bernstein. Ce théorème est 
souvent utile; on peut l’'énoncer ainsi : 


Si un ensemble E contient un ensemble E, et est contenu dans un ensemble EF, 
E, et E, ayant même puissance, E, E,, E, ont même puissance. 


{3) Si par points d'un intervalle on entend les points interieurs à cet intervalle, 
la considération de G, est même inutile. 
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Un carré est un ensemble mesurable J superficiellement. A 
partir de carrés et de groupes intégrables dans le plan,.on construit 
tout ensemble mesurable J du plan comme on l'a fait dans le cas 
de la droite. 


Les groupes intégrables du plan peuvent être assez différents des 
groupes intégrables de la droite. Z, est, comme Z, un ensemble 
discret du moins quand chaque point de Z n’est la projection que 
d'un seul point de Z,, c’est-à-dire qu'on ne peut passer par un 
chemin continu d’un point à un autre de cet ensemble qu'en 
passant par des points qui ne sont pas de l’ensemble. Mais un 
groupe intégrable dans le plan peut être un ensemble continu, 
c'est-à-dire un ensemble tel que deux quelconques de ses points 
puissent êre Joints par une courbe ne passant que par des points 
de l’ensemble; nous savons en effet qu’un segment, une ligne poly- 
gonale, une circonférence, une ellipse sont d’étendue superficielle 
extérieure nulle. 

Les courbes qui sont des groupes intégrables sont celles que 
nous avons appelées quarrables. 

Pour avoir un ensemble non mesurable J, il suffit de prendre un 
ensemble partout dense qui ne contienne aucun intervalle, s’il 
s’agit d’un ensemble sur la droite; qui ne contienne aucun domaine, 
s'il s’agit d'un ensemble dans le plan; pour un tel ensemble, en 
effet, l'étendue intérieure est nulle, l'étendue extérieure ne l’est 
pas. L'ensemble des points dont les coordonnées (ou la coor- 
donnée) sont rationnelles n’est donc pas mesurable J. 

P. Du Bois Reymond a remarqué qu’un ensemble peut être 
partout non dense sans être mesurable J. Prenons une suite de 
fractions æ&,,@2, ..., telles que le produit infin Pa xax... 
soit convergent et différent de zéro; on prendra, par exemple, 
AN? — 1 
milieu étant de longueur (b— a)(1 — «,),les deux extrêmes étant 
égales. Barrons les points intérieurs à l'intervalle du milieu et 
opérons sur les deux intervalles restants comme sur (&, b), æ, étant 
remplacé par *,, et ainsi de suite. Soit R l’ensemble des points 
restant après toutes ces opérations. S1 l’on se sert des divisions 
successives qui ont donné R pour calculer l'étendue extérieure de R, 
on voit que cette étendue est P(b— &), donc qu'elle est différente 


ay — + Divisons l'intervalle (a, b) en trois parties, celle du 
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de zéro. Or l'étendue intérieure est nulle, puisque R est non dense, 
R n'est pas mesurable J (*). 

Une construction tout à fait analogue peut être faite dans le cas 
du plan; on pourra, par exemple, diviser un rectangle, par deux 
séries de trois parallèles à ses côtés, en neuf rectangles et barrer 
les points intérieurs à celui du milieu, qu’on choisira de manière 
que son aire Soit (1— %) fois celle du rectangle primitif. Puis on 
opérera sur chacun des huit rectangles restants en remplaçänt 7, 
par æ; elc. 

Parmi les ensembles non mesurables J dans le plan se trouvent 
des courbes non quarrables, c’est-à-dire dont l'étendue extérieure 
n’est pas nulle; mais toute courbe non quarrable n’est pas néces- 
sairement non mesurable J, elle contient alors tous les points d’un 
carré. 

M. Peano a construit le premier une courbe qui passe par tous 
les points d’un carré; M. Hilbert a ensuite indiqué une méthode 
géométrique simple permettant de construire de telles courbes; 
toutes ces courbes sont non quarrables (?). 

Pour avoir une courbe passant par tous les points du carré 
o<x<1,0<y<1, définie en fonction d'un paramètre variant 
de o à i,}Je pose 





reines ms eee), 
_ 1 / ds 5 sn ) 
r=3i(T SR ET 
quand 
RER RE 
3 32 3" 


où les a; sont égaux à o ou 2. Alors t fait partie de l’ensemble Z 
de la page 26. 


(!) Si l'on avait à, — RL aurait l’ensemble Z qui est mesurable J, parce 


que P est nul. 

(=) PEANO, Sur une courbe qui remplit toute une aire (Math. Ann. 
Bd XXXVI). — Hirserr, Ueber die stetige Abbildung einer Linie auf ein 
Flächenstück (Math. Ann., Bd XNXVIII). La courbe de M. Hilbert est définie 
à la page 23 du Volume I de la deuxième édition du Traité d'Analyse de 
M. Picard. La méthode de définition qui va être indiquée, différente de celles 
de MM. Peano et Hilbert, peut être utilisée pour les espaces à un nombre fini 
quelconque de dimensions et même pour les espaces à une infinité dénombrable 
de dimensions (voir LeBeseue, Journal de Mathématiques, 1905 }. 
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Soit une valeur de { non contenue dans Z, alors elle fait partie 
de l’un des intervalles qui ont été enlevés dans la construction de Z,; 
soit ({5, £,) cet intervalle. Aux points t, et t, de Z correspondent 


les valeurs z,, 5; Z1, YA; alors on pose, pour tout l’intervalle 
{Los t1) : 
Li — Lo 


Lite. (t— to), Va da et. 
hi —t ti — 





Dans (4, t:) la courbe se réduit donc à un segment. 

Notre courbe est complètement définie : mais, pour parler de 
courbe, il faut démontrer que + et y sont des fonctions continues 
de € dans (0, 1). Il suffit évidemment pour cela de le démontrer 
seulement pour les fonctions x et y de 4 définies sur Z. Et cela 
résulte du fait que, si t (appartenant à Z) est assez voisin de 8 
(appartenant aussi à L), les 2x premiers chiffres is os 5e on 
de #, écrits dans Le système de base 3, sont les mêmes que pour 6, 
c'est-à-dire que les # premiers chiffres de x(t) et.v(8) d’une part, 
de y(t) et de y(@) d’autre part, sont les mêmes quand on écrit 
ces coordonnées dans le système de base 2. 

Notre courbe remplit bien tout le carré, elle passe même 
plusieurs fois par certains points. On démontre facilement qu'il 
n'en peut pas être autrement (!). 

Ce qui vient d’être fait dans le cas d’une et de deux dimensions 
peut évidemment être répété dans le cas d’un nombre quelconque 
de dimensions. 

En particulier, dans Le cas de trois dimensions, on définira le 
volume d’un domaine. Cela exigerait, au préalable, la définition 
précise d’une surface fermée et, pour la définition des domaines, 
des études analogues à celles de Jordan sur les courbes fermées. 





2 —_—_—_— À — 


(*} Ceci résulte de travaux anciens de Lüroth (Sztz. phys. med. Soc. Erlan- 
gen, t. 10); pour la limitation de l’ordre de multiplicité des points singuliers, 
voir LéBksçeur, Fundamenta Mathematicæ, Il, 1921. 

On trouvera, au Chapitre VII ($ V}), un exemple de l’emploi qu'on peut faire 
dans certains raisonuements de la courbe de Peano et des courbes analogues. 

La courbe de Peano est mesurable J et d'étendue non nulle, elle ne peut servir 
à limiter un domaine. 11 existe des courbes sans point multiple et non quarrables: 
ces courbes ne sont pas mesurables J, elles peuvent servir à limiter des domaines 
non quarrables. Voir W.-F. Oscoop, À Jordan curve of positive area (Trans. 
of the Amer. Mat. Soc., 1903) ou H. LEBESGUE, Sur lé problème des aires 
(Bull. de la Soc. math. de France, 1903). 
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11. — Définition de l'intégrale. 


Soit une fonction f(x) continue positive, définie dans un inter- 
valle positif (a, b}, et le domaine abBA que nous lui avons 
attaché (fig. 1, p. 2). Cherchons si ce domaine est quarrable. 
Pour cela, divisons (a, b)en intervalles partiels à4, 9, ..., Ôp: Le 
plus grand rectangle, de base 6; et dont tous les points font partie 
du domaine abBA, a pour hauteur la limite inférieure l; de f 
dans 6;. Le plus petit rectangle, de base d; et qui contient tous les 
points du domaine qui se projettent sur d;, a pour hauteur la limite 
supérieure L; de f dans üi. 

De ceci résulte que les deux sommes 


Û Q CES 
S =: Y ô;l;, S = Yô;l; 


tendent, quand le maximum des à tend vers zéro, vers des limites 
déterminées qui sont les étendues intérieure et extérieure du 


domaine. Or S--S tend vers zéro, car les fonctions continues sont 


à oscillation moyenne nulle; le domaine ab BA est donc quarrable. 

Si nous employons la méthode du début, si nous appelons 
intégrale définie de f dans (a, b) aire de ab BA, nous retrou- 
vons l'intégrale de Cauchy. Il n’y a, entre celte définition et celle 
de Cauchy, que des différences de forme. 

Dans le cas où f(x) n'est pas toujours posilive, la courbe AB 
rencontre l'axe des + un nombre fini ou infini de fois et l’on a 
deux espèces de domaines, les uns au-dessus de ox, les autres 
au-dessous. Chacun de ces domaines est quarrable d’après ce qui 
précède. 

La somme des aires de ceux qui sont au-dessus de ox, diminuée 
de la somme des aires de ceux qui sont au-dessous, est, par 
définition, l'intégrale de f(x) ('). 

Considérons maintenant une fonction f(x) quelconque, définie 
dans l'intervalle positif (a, db). Soit E(f) l’ensemble des points 
dont tes deux coordonnées sont liées par la seule condition que 7 








(t} Les deux sommes ou séries qui figurent dans ertte définition existent bien, 
puisque l'ensemble «le tous les domaines peut être enfermé dans une circonfé- 


rence de rayon fini. 
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ne soit pas extérieur à l'intervalle positif ou négatif [o, f(x)]. 
En d’autres termes, on a 


rf(æ)20 et  o£y£f(e). 


L’axe des x partage cet ensemble en deux autres : Les points 
situés au-dessus de ox forment E,[f(x)], ceux qui sont au- 
dessous forment E,[f(æ)]. Quant aux points situés sur ox, on 
les mettra indifféremment dans E, ou E:, cela importe peu dans la 
suite, car 1ls forment un groupe intégrable du plan. 

Par analogie avec la définition précédente, il est naturel d'ap- 
peler intégrale de f la différence 


[—c[E (f)]—e[E(/)]l 


lorsque E, et E, sont mesurables J. 

Lorsqu'un ensemble n’est pas mesurable J, son étendue peut 
être considérée comme un nombre indéterminé dont les deux 
limites d’indétermination sont les étendues intérieure et extérieure 
de l’ensemble; cela conduit, pour 1, aux deux limites d'indéter- 
mination 


1= el (/))— ef) Te eLE(f)]— ef) 


Nous allons calculer ces deux limites d’indétermination et pour 
cela supposons d’abord que f n’est jamais négative, c’est-à-dire 
que E, ne contient aucun point. Le calcul des étendues intérieure 
et extérieure de E (ou E;) se fait comme dans le cas où f est 
continue, c’est-à-dire que ces étendues sont les limites des deux 
nombres S et S. Les étendues sont donc les intégrales par défaut 
el par excès de f. 

Pour étudier le cas général posons f — f; — f;, où J est égale 
à f quand j est positive ou nulle, et est nulle quand f est néga- 
uive. On a alors, évidemment, 


el Hi(f)] = ff dx, el Ei(f)] = fñ dr, 


————“…—— 


ALIEN FE dx, ee[ E:(/)] = fr. dæ, 


Ie ff de + [—f:da, = ff de + [—f. dx. 


donc 
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I est, en général, impossible de remplacer des sommes d’inté- 
grales par excès ou par défaut par les intégrales par excès ou par 
défaut de la somme (p. 34), parce que le maximum d'une somme 
est, en général, plus petit que la somme des maxima des termes 
de la somme, tandis que le minimum est, généralement, plus 
grand que la somme des minima. Mais ici, dans tout intervalle, le 
maximum (ou le minimum) de f — fi — f. est bien la somme des 
maxima (ou des minima) de f, et de — f:. On peut donc écrire 








12 ffar, 1 (jar. 





Nous retrouvons ainsi les intégrales de Darboux et nous 
avons leur signification géométrique. 

Remarquons que E(/f) est mesurable J quand E, et E: le 
sont et que, inversement, si E(f) est mesurable JE, et E; le 
sont aussi. Ainsi, notre définition géométrique de l'intégrale 
s'applique lorsque E est mesurable J; mais, dans ce cas, et dans ce 


cas seulement, [ et I sont égaux, c'est-à-dire que les intégrales 
{ dx et ff dx sont égales, donc : 
Pour qu'une fonction bornée f soit intégrable au sens de 


Riemann, il faut et il suffit que E(f) soit mesurable J super- 
ficiellement; dans ce cas, l’on a 


1e ff ax. 


La définition géométrique de l'intégrale est entièrement équiva- 
lente à la définition analytique donnée par Riemann. 
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LES FONCTIONS A VARIATION BORNÉE. 


I. — Les fonctions à variation bornée. 


La notion de mesure linéaire est nne généralisation de la notion 
de longueur d’un segment, une autre généralisation conduit à la 
définition de la longueur d’un arc de courbe. En étudiant les 
questions relatives à la rectification des courbes, nous aurons 
l'occasion d’appliquer quelques-uns des résultats que nous avons 
obtenus sur l'intégrale; nous verrons, en même temps, l’impor- 
tance d’une classe de fonctions définies par Jordan : les fonctions 
à variation bornée. 

Soit une fonction f(x) bornée (!) définie dans un intervalle 
positif fini (a, b}). Partageons (x, b) à l’aide des points 


d=a<a <a... an =; 


—ù J > 


la somme 
RS [f(&)—ft&) | +- | f(a2) — fai) | +... + |f(an)—f{(an-)| 


est ce que l’on appelle {a variation de f(x) pour le système de 
points &, &, ..., &n. Si, quel que soit Le système des points de 
division, s est bornée, la fonction est dite à variation totale finie 
ou, simplement, à variation bornée. La variation totale finie ou 
infinie est, par définition, la plus grande limite de +, quand le 
maximum À de la longueur des intervalles partiels employés tend 
vers zéro. Îl est à remarquer que si, entre les points de division 
choisis, on intercale de nouveaux points, on augmente 6 ou, du 
moins, On ne le diminue pas; en intercalant ainsi indéfiniment de 
nouveaux points, de manière que À tende vers zéro, on a une suite 





{1) [l'est d’ailleurs évident qu’une fonction non bornée ne peut satisfaire aux 
définitions qui suivenL, 
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de nombres 6 tendant vers une limite, finie ou non, qui est au 
moins égale au nombre v dont on est parti. On peut donc dire que 
la variation totale de f est la limite supérieure de l’ensemble des 
nombres 6 (!). 

On voit aussi très simplement que, dans les définitions précé- 
dentes, on peut remplacer » par 


OZ + GHDs+... + Wy, 


où w; est l’oscillation de f dans (a;_,, a;), les extrémités comprises. 
À cause de cette propriété, quelques auteurs appellent les fonc- 
tions qui nous occupent fonctions à oscillation totale finie; 
l'oscillation totale étant la limite supérieure des o. 
Une fonction à variation bornée est intégrable; elle est, en 
effet, à oscillation moyenne nulle, puisque cette oscillation est le 
quotient par (b — a) de la limite, quand À tend vers zéro, de 


Z(a— a; )0;S LE w; = XE w;— Ro <20, 


O étant l’oscillation totale de f(x). 

L'intégrabilité résulte aussi de cette proposition évidente : Les 
points en lesquels une fonction à variation bornée a une oscil- 
lation supérieure à a(& > 0) sont en nombre fini et, par suite, 
forment bien un groupe intévrable. 

Choisissons des nombres &,, æ, ..., qui tendent vers zéro en 
décroissant. Les. points en lesquels l’oscillation est supérieure à «, 
sans être supérieure à &@,_, sont en nombre fini; faisons varier n, 
nous voyons qu'une fonction à variation bornée a au plus une 
tnfinité dénombrable de points de discontinuité. 

La réciproque n'est pas vraie; il existe même des fonctions 
continues à variation non bornée. 

L'oscillation d’une somme f1+ fa étant, dans un intervalle 
quelconque, au plus égale à la somme des oscillations de f, et fa 
dans cet intervalle, l’oscillation totale de f, + f, est, au plus, la 
somme des oscillations totales de f, et f:. Donc la somme de 
deux fonctions à variation bornée est une fonction à variation 
bornée. 





(') Et non plus la limite suvérieure d'indétermination de la limite des 
nombres +. 
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Des raisonnements analogues permettraient de démontrer que les 
opérations effectuées aux pages 30 et 31 sur des fonctions intégrables 
donnent des fonctions à variation bornée quand elles sont effec- 
tuées sur des fonctions à variation bornée. 

Mais 1l n’est pas vrai qu’une série uniformément convergente 
de fonctions à variation bornée donne nécessairement une fonction 
à variation bornée. La propriété qui remplace celle-là est la sui- 
vante : 


La limite vers laquelle tend (uniformément ou non) une 
suite de fonctions à variations totales au plus égales à M est 
une fonction dont la variation totale est au plus égale à M. 


En effet, prenons une division de l'intervalle; la variation cor- 
respondante pour les termes de la suite tend vers la variation rela- 
tive à la fonclion limite et à la division employée; donc, cette 
variation est au plus égale à M et il en est de même de la variation 
totale de la fonction limite. 

Ce qui précède nous permettrait de citer des fonctions à varia- 
tion totale bornée. Une fonction croissante f(x) est, en effet, une 
fonction à variation totale finie et égale à f(b)— f(a); de même, 
une fonction décroissante est à variation bornée. Par suite, la 
différence de deux fonetions croissantes est une fonction à varia- 
tion bornée. Nous allons démontrer maintenant la réciproque : 
toute fonction à variation bornée est la différence de deux 
fonctions jamais décroissantes. 

Reprenons la variation 


pl f(a)—f(ao)| +1 f(ar) —f(a)| +... +7 fan) — fan), 


et soient p la somme de ceux des accroissements /(a;)— f(a;_1) qui 
sont positifs et — 7 la somme de ceux qui sont négatifs. On a 
évidemment 
p=p+n, f(b)—f(a)=p—n, 
d’où | 
v=2p-+f(a)-f(8), ve —an+f(b) —/f(a), 


p est la variation positive pour la division choisie, nr la variation 
négative. Les deux dernières égalités montrent que les limites 
supérieures V, P, N, de v, p,n, que l’on appelle vartation totale, 
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variation totale positive, variation totale négative, sont liées 
par les mêmes relations que 6, p, n. 

Ceci posé, soient V(x}, P(æ), N(x) les trois variations totales 
dans (a, xz),(x>a),ona 


Je) =f(a) + P(x)—N(z). 


Mais P(x) et N(x) ne peuvent pas décroître quand zx croîl, 
donc le théorème annoncé est démontré. 


On a, de plus, 
V(æ)= P(z)+ Nr) 


De là résulte que, si l’une des trois variations est finie, les deux 
autres le sont aussi, puisque l’on a entre les variations et l’accrois- 
sement f(b)— f(a) les deux relations 


V=P-N, f(b)—f(a)=P—N. 


Une fonction à variation bornée peut être mise d’une infinité de 
manières sous la forme d’une différence de deux fonctions crois- 
santes. Si l’on ajoute à P{x)et N(x)une même fonction .(x)non 
décroissante, on obtient deux fonctions non décroissantes P,(x) 
et N,(zx) telles que l’on ait 


J(æ)= fa) + Pix) —Ni(z). 


On voit facilement que les fonctions non décroissantes P, et N, 
les plus générales satisfaisant à cette égalité sont celles qui viennent 
d'être construites; de sorte que P(x) et N(x) sont, parmi toutes 
les fonctions P,(x)et Ni(x), non négatives et non décroissantes 
qui vérifient l'égalité précédente, celles qui sont les plus 
petites. 

Pour calculer la variation totale d’une fonction discontinue 
comme limite d’une suite de variations v, 1l faut choisir d’une 
manière très particulière les points de division; par exemple, pour 
une fonction qui est partout nulle, sauf à Forigine, 1l faut que 
l’origine soit un point de division. Pour les fonctions continues, 
au contraire, on a celte propriété : La variation d'une fonction 
continue, relative à une division quelconque, tend uniformé- 
ment vers la variation totale de cette fonction quand le maxi- 
mum À de la longueur des intervalles employés tend vers zéro. 

Soient, en effet, deux suites de divisions D:4, D:, ...; A,, 
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A2, ..., pour lesquelles les À tendent vers zéro, et soit À; la valeur 
de À pour A;. Le maximum de l'oscillation de f(x) dans un inter- 
valle d’étendue À; est un nombre &; qui tend vers zéro avec À;. 
Comparons les variations s,;, P'; relatives à D; et À. 

Les intervalles de A; étant toujours partagés en deux classes, 
soient d' Ceux qui ne contiennent aucun des points de division 
de D;. Considérons tous ceux des d' qui sont entre x; et æ;,,, ils 
couvrent un intervalle dont l’origine O; est entre x; et x;+};et 
dont l'extrémité E; est entre æ;,, — À; et x;,,. Les valeurs de f(x) 
pour cette origine et cette extrémité différent de &; au plus des 
nombres f(x;), f(æ;:4). La contribution dans v; des intervalles 
considérés est donc au moins 


LACE:) —f( 01) 121f(cim) —Jf(ai)|— 28), 


? 


et la contribution de tous les d' dans CE 


est au moins égale à 
E[|f(rit) —f(xi) | — 2e;| — fi— 2e), 


si les points de division de D; sont en nombre 7. On a, à plus 


forte raison, 
52 Pi 2RE;, 


et l’une quelconque des limites des w; est au moins égale à l’une 
quelconque des limites des v;. Mais on peut permuter v; et v;, donc 
les P; et les w; tendent vers une même limite bien déterminée, 

La proposition annoncée est donc démontrée; pour en bien 
préciser la portée, il convient de l’énoncer ainsi : {a variation + 
d’une fonction continue f(x), pour une division de l’intervalle 
considéré en intervalles partiels de longueurs inférieures à à, 
diffère de la variation totale V de f(x) au plus d’un infiniment 
petit 8(A), st V est fini, et, si V est infini, v est supérieur à 
un infiniment grand @ (À). | 

Ceci exprime que v tend vers sa limite, V, finie ou non, avecune 
sorte d’uniformité. | | 

Dans les conditions considérées, les deux nombres p et —n 
attachés à la division considérée, et qui sont respectivement la 
somme des accroissements positifs et la somme des accroissements 
négatifs donnés par les intervalles partiels, tendent vers leurs 
limites P et — N avec le même genre d’uniformité. 
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Voici une conséquence immédiate de cette propriété : les trois 
variations totales d'une fonction continue à variation bornée 
sont des fonctions continues. Il suffit de le démontrer pour V(x) 
puisque P(z)et N(x) s'expriment immédiatement à l'aide de f(x) 
et de V(x). 

Pour calculer V(x,), J'emploie une division di,Æi, ..., ns Lo; 
la variation + correspondant à celte division est égale à celle 
correspondant à a, æ:, ...,Æn plus |f(Xo)— f(Æn):, est donc 
au plus égale à 


V(za)-- | FC) — f{rn) £V(ze—0) pa LAC ro) — f(Tn) i, 


car V(x) est croissante; et, puisque f(xs) — f(x,) tend vers zéro 
quand on fait tendre vers zéro le maximum des x:,,—x;, la 
valeur V(x,) est au plus égale à V(x,—o). Mais V(x) est une 
fonction croissante, donc on a 


V(xo) = V(ro—0), 


la fonction est continue à gauche. 
Étudions la variation totale de f,(x)—f(— x)entre — bet— x, 
(æ << b); cette variation totale est évidemment égale à 


V{b)— V(x). 


Considérée comme fonction de — x, elle est continue à gauche 
de —x,; done, en tant que fonction de x, elle est continue à 
droite de x,. La fonction V(x) est donc continue. 

La seconde partie de cette démonstration suppose essentielle- 
ment que la fonction est à variation bornée. Si V(x) devenait 
brusquement infinie pour x = x,, et nous verrons que cela est 
possible, le symbole V(b) — V(x) n'aurait aucun sens pour æ > 0. 
| Puisque P(x) et N(x) sont des fonctions continues, toute 
fonction continue à variation bornée est la différence de deux 
fonctions continues non décroissantes. 

La variation 6, pour la division D, a été définie seulement dans 
le cas où D ne contient qu’un nombre fini d’intervalles; pour la 
suite, il est utile d'étudier un cas où D comprend une infinité 
d’intervalles. C'est le cas où les points de division de D forment 
un ensemble fermé réductible E; alors nous appellerons varia- 
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lion u, pour cette division, la somme de la série X|f(x;)— f(y:;)|, 
étendue à tous les intervalles (y;, +;) contigus (!}) à E. 

Nous allons comparer l’ensemble des variations & qui viennent 
d’être définies à l’ensemble des variations v antérieurement déf- 
nies (?). 

L'ensemble des & contient, quand on fait varier l’ensemble 
réductible E, l’ensemble des »; donc la limite supérieure de 
l’ensemble des w est au moins égale à la limite supérieure de 
l’ensemble des 6. Il suffira de démontrer que w est toujours 
inférieure à la variation totale pour qu'il soit prouvé que la limite 
supérieure des w est la variation totale V. 

Soit (x, B) un intervalle contigu à E’. Soient «, et 5, deux 
points de E situés dans (æ, 8); la contribution de la partie de E 
située dans (&,, 5,) pour le calcul de # est au plus égale à celle 
qu’elle fournit dans V, puisque E ne contient qu’un nombre fini 
de points dans (x,, 6,). Faisons tendre les points «, et 5, vers a 
et 5, la proposition reste vraie et l’on trouve que (x, B) fournit 
dans V une contribution au moins égale à celle qu’il donne dans w. 
Si, dans (x, 5), il n’y avait pas de points de E voisins de &, il 
faudrait prendre x, en & et l’on opérerait d’une façon analogue si, 
dans (x, 5), il n’y avait pas de points de E voisins de £. 

On prouvera de même que la proposition est vraie dans un 
intervalle contigu à E”, ou E”, ...; mais l’un des dérivés de E 
étant nul dans (a, b), la proposition est vraie pour (a, b). 

Ainsi les & peuvent remplacer les ». 

Lorsqu'il s’agit d'une fonction continue, le nombre #, comme le 
nombre #, tend uniformément vers la variation totale, quand le 
maximum À de la longueur des intervalles contigus à E tend vers 
zéro. 

Soit, en effet, une division D correspondant à un ensemble 
fermé et réductible E et à un certain maximum À. En choisissant 
convenablement un nombre fini de points de E, j'ai une division D, 
correspondant au plus au maximum 24. Soient «et », les varia- 





(*} Un intervalle (y,, æ,) est dit contigu à un ensemble E s'il ne contient 
pas de points de E ét si ses extrémités font partie de E ou de E'. Là dénomina- 
tion d'intervalle contigu est due à M. R. Baire. 

(?) Puisque nous n'avons pas encore prouvé que la série définissant x est 
convergente, il n’est pas exclu qu’une variation % ait pour valeur + >. 
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tions relatives à D et à D,. Soit (a, b) un intervalle intervenant 
dans D, je dis que sa contribution dans w n’est pas inférieure à sa 
contribution dans #,. Cela est évident si (a, b) ne contient qu'un 
nombre fini de points de E; s’il en contient un nombre infini mais 
seulement un nombre fini de points de E”, on raisonnera comme 
nous venons de le faire, 1l ÿ a un instant. De là on passera au cas 
où E” n’aurait qu’un nombre fini de points dans (a, b), etc. 

Finalement on conclut : #u>v,. Donc v,£u£ V,.et, puisque v, 
tend vers V (fini ou non) quand À tend vers zéro, notre proposi- 
tion est démontrée. 

On pourra préciser l’énoncé de cette proposition comme nous 
l'avons fait (p. 53) lorsqu'il ne s'agissait que de variations calculées 
à l'aide d’un nombre fini de points de division. 

La série w étant convergente, la série Z[f(x)—f(y;)], 
étendue à tous les intervalles contigus à E, est absolument conver- 
gente et, par un raisonnement analogue aux précédents, on véri- 
fiera que sa somme est égale à l'accroissement f(b)— f(a) de f(x) 
dans l'intervalle (a, b) considéré (!). On peut donc parler de la 
somme de ses Lermes positifs et de la somme de ses termes négatifs, 
ces deux sommes tendent vers P et — N quand À tend vers zéro. 

H est important de remarquer qu'on ne peut pas remplacer 
l'ensemble réductible E par un ensemble non dense quelconque 
sans que certaines des propriétés précédentes cessent d’être vraies. 
Soit, en effet, la fonction E(zx) définie par 


&) Œo d3 
IE HT , 
quand 
di 3 
FN go rte 


où les a sont égaux à d ou à 2. x appartient alors à l’ensemble Z. 
On vérifie immédiatement que, pour les deux extrémités d’un 





(*) La notation E[f(æx;) — f(7y;)) suppose que les intervalles contigus ont été 
numérotés. Cela est possible d’une infinité de manières, mais aucune ne s’impose. 
De sorte que les termes de notre série ne sont pas, en réalité, rangés dans un 
ordre déterminé; la série ne peut donc ètre convergente que si elte est absolu- 
ment convergente. 

Nous retrouverons ce fait dans la suite pour toutes les séries de nombres 
attachés aux intervalles contigus à un ensemble. 
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intervalle contigu à Z, Ë prend la même valeur; nous assujettis- 
sons E à rester constante dans un telintervalle. (x) est maintenant 
partout définie; c’est une fonction non décroissante et, cependant, 
on trouvera zéro pour &, si, parmi les points de division employés, 
se trouvent les points de Z. 

On a vu que la variation totale finie ou non d’une fonction est 
la limite supérieure des nombres # pour cette fonction, donc aussi 
de ses nombres u. Montrons que, si la variation totale de f(x) est 
infinie, 1l y a des ensembles réductibles E pour lesquels les nom- 
bres & correspondants sont infinis. 

Supposons qu'il s'agisse de l'intervalle (a, b) et faisons croître x 
de a à b.S1, de a à x, f(x) est à variation bornée, f(x) esta for- 
tiori à variation bornée de a à x << x,; donc, quand æ parcourt 
(a, b), æ atteint une valeur £ qui est soit la première telle que la 
variation totale de a à E soit infinie, soit la dernière pour laquelle 
cette variation est finie; Ë pourra d’ailleurs être confondu avec a, 
ou avec à. 

Dans le premier cas envisagé f(x) sera à variation totale 
non bornée dans tout intervalle (£ — À, £); dans le second cas sa 
variation totale serait infinie dans tout intervalle (£, + h). Pla- 
çons-nous, par exemple, dans la seconde hypothèse, Nous pourrons 
choisir dans (£, b) des points b>Db,>b,> ... > b,>E, tels 
que la variation 6 dans (E, b) pour ce système de points sur- 
passe o +1, o étant l’oscillation de f(x) dans (a, b). On a donc 


LÉCEp) —S CE) + ISBD) —f(bp)l + If) —S(b)1> 0 +1, 
JC») —f(H)1£0; 


donc 


LAC) —f(b:)1 + [f(b1)—f(ba)1 +. + fps) —f(bp)l >. 


Choisissons dans (£, b,) des points b, => b,4, >... bg E, 
tels que la variation » dans (£, b,) calculée à l’aide de ces points 
surpasse 0 +1; puis, dans €, b,,,) des points 


Op+y > by+y+ Das Op+g+r > ë; 


tels qu'ils donnent pour la variation + dans (£, b,,4) une valeur 
supérieure à o +1, et ainsi de suite. 
Il est clair que l’ensemble E formé du point t et de cette suite 


58 CHAPITRE IV. 


indéfinie de points b,, b2, ..., répond à la question, puisque la 
série 2 |(b;)— f(b:,,)| est divergente. 

Je terminerai en donnant quelques exemples des diverses parti- 
cularités qui ont été signalées. 


; UT : . : I I 
La fonction x sin — est égale à (— 5 T1 ——— pour x = ——; 
x ; : T T 
T — - Kr — - 
2 2 


donc, si l’on emploie ces valeurs de x pour calculer & dans l'inter- 


I 
valle (o, =) on trouve 
L » 2 
Œ—= -—— - = ————— +... 
T er 7 


Ke —.7 2aKr — - 3Kr— - 
2 » 2 





et la fonction est à variation non bornée bien qu’elle soit continue. 
, + » s , 4 2 I 
Pour une fonction continue nulle pour x négatif, égale à æ Sin = 


pour æ positif, la varialion totale de — 1 à x saute brusquement 
de o à © quand x dépasse la valeur zéro. 


La fonction x sin a une infinité de maxima et de minima, mais 
cette condition ne suffit pas pour qu'une fonction soit à variation 


ri . | . I s 
non bornée. La fonction x? sin — admet un maximum ou un 


ri 





. 12 2 I Ï 
minimum, etun seul, dans chaque intervalle ( 5 ———— |; 
(KzŸ [(K= nr 
si l’on remarque que la valeur absolue de ce maximum ou de ce 





minimum est au plus , on voit que la fonction est à variation 


4 
(KT): 
mn ë & ] 
totale finie au plus égale à 2 —. 
; (K x)° 
Les deux fonctions précédentes n’ont une infinité de maxima et 


de minima que dans le voisinage de l’origine; si l’on veut qu'il en 
soit ainsi autour de tout point, 1l faut appliquer le principe de 
condensation des singularités. Il est nécessaire d'employer ce 
principe d’une façon assez particulière parce que la limite vers 
laquelle tendent uniformément des fonctions à variation bornée 
peut être à variation non bornée et parce que les maxima et 
minima ne se conservent pas dans l'addition. 
Considérons les deux fonctions, définies dans (— 1, +1), 


Te NET 
a(z) = æsin =) b(x)= 2sin — 


. 
3 


ZT 
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l’une et l’autre s’annulent pour — 1 et +1, la première est à 
variation totale V infinie, la seconde à variation totale V bornée. 
J:(x) désignera l’une ou l’autre de ces deux fonctions. 

f(æ) a uné infinité de maxima et de minima qui se présentent 
quand x appartient à un certain ensemble E.. 

fi(x) est une fonction continue qui s’annule aux points de E; 
et qui, dans l'intervalle (x, 8) de deux points consécutifs de E,, 


est égale à 
(B— x) 2 a + f 
» ff (e- 2 )|: 


f:(x) a même variation totale que f,(x) parce que, dans (&, 8), 


, à ; — % 
la variation totale de f,(æ) est | V. 











La fonction f+ =: a, dans chaque intervalle (x, 6), une 
infinité de maxima et de minima. En effet, si /,— a, elle est à 
variation non bornée dans (æ, B) et cela entraîne cette consé- 
quence qu'elle a une infinité de maxima et de minima; car si une 
fonction n'a qu'un nombre fini de maxima et minima, il suffit 
de calculer le nombre + relatif à une division x, æ, ..., æ) dans 
laquelle figurent les abscisses de tous les maxima et minima pour 
avoir la variation totale V, qui est donc finie. Si f1= b, fi à une 
dérivée bornée dans (x, 6), tandis que la dérivée de f, prend toutes 
les valeurs positives et négatives, d’où encore l'existence d’une 
infinité de maxima et de nunima. Soit E, l’ensemble des 


) , SN de 
valeurs de x pour lesquelles f, + STE est maximum ou minimum. 
En opérant, à partir de E,+E,, comme à partir de E,, on 
. I L 
formera f;, d’où f, +- fe + af: et Es (1). 
En continuant ainsi, on définit les différents termes de la série 


FC) = Pia) + fe) + gift) +, 


qui est uniformément convergente, car | f:] est inférieure à 1. 
La fonction continue f(x) a des maxima et des minima dans 





(:} Pour étre tout à tait rigoureux, il faudrait démontrer que la somme des 
longueurs des intervalles contigus à E,+E,, intervalles qui jouent le rôle 
des (x, B), est égale à 2 comme la somme des différences 8 —- «, Cela est presque 
évident et résulte, si l’on veut, de ce que E, + E, est d'étendue extérieure nulle. 
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tout intervalle. Dans un intervalle quelconque (/, m), en effet, 
pourvu que r» soit assez grand, il y a plus de deux points de E,. 
Supposons qu'il y ait les trois points consécutifs r, s, t de E,, 
f étant égale à la somme s, — fi + sf5+. .. + IL pour ces 
trois points, / aura un maximum ou un minimum, aüu MOINS, 
entre » et £, suivant que s correspond à un maximum ou à un 
minimum. 

La fonction fadmet tous les maxima et minima de s,, donc f est 
à variation non bornée dans tout intervalle si f, — a. Au con- 
traire si /, = b, la variation totale de s, étant finie et inférieure à 
v(r += +... + =) f est à variation bornée dans tout intervalle 
(voir p. 91). 

Occupons-nous maintenant des fonctions discontinues à varia- 
tion bornée. | 

Voici une propriété des points singuliers, qu'il était facile 
d’ailleurs de mettre directement en évidence, et qui résulte immé- 
diatement de la construction de la fonction à variation bornée la 
plus générale à parur de deux fonctions croissantes : tous Les 
points de discontinuité d'une fonction à variation bornée sont 
de première espèce. 

Soit 9 un point de discontinuité; la quantité 


Sg(æo) = f(&o) — f(x — 0) 
est le saut de la fonction à gauche de x; 
sa(%o) = f(%o+ 0) — f(x) 
est Le saut à droite de x, ; enfin 
s(%o) — f(ro-i- 0) — f(xo— 0) 


est le saut au point Z, 
Ceci posé, considérons la fonction des sauts de f(x) 


g(a)= À sata)+ À sea), 
a<r;<x a<xi<x 


où chacune des séries contient tous les x; qui satisfont à l'inégalité 
placée au-dessous du signe Ÿ correspondant. On verra aisément 
que ces deux séries sont absolument convergentes et que, si l’on 
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pose 


f(x) = p(z) + 4x), 


Y(æ) est une fonction continue à variation bornée; la variation 
totale de f étant la somme de celles de o et de 4. 

La fonction discontinue la plus générale qui soit à variation 
bornée s'obtient donc, soit en faisant la différence de deux fonc- 
tions discontinues croissantes, soit en ajoutant à une fonction con- 
tinue à variation bornée la fonction des sauts (x). Cette seconde 
méthode montre qu’on peut construire des fonctions à variation 
bornée en choisissant à volonté l’ensemble dénombrable des points 
de discontinuité, et même les sauts de droite et de gauche sy et Se, 
pourvu que les séries Éss(x), £s,(æx) soient absolument conver- 
gentes. 

Par exemple, l'ensemble des points de discontinuité pourra être 
[44 


l’ensemble des nombres rationnels, les sauts étant, quand x s'écrit G 


sous forme irréductible, 


1 
a? b? 





Sa) Se (ie 

Démontrons que, pour calculer la variation totale d’une fonc- 
uon f discontinue, il suffit de prendre la limite des nombres + 
fournis par une suite de divisions D,, D, ..., en intervalles de 
longueur tendant vers zéro et telles que tout point de discontinuité 
de f soit point de division de D; à partir d’une certaine valeur 
de ë. Il suffira de prouver cela pour la fonction des sauts ©. Or, 
si £ est un point de discontinuité de o etappartient à D;,D,,,,..., 
il y a dans la division D;,, un intervalle (f, £ + h}) d'origine E 
dont la contribution dans v;,, tendra vers |S4(E)| quand p aug- 
mentera indéfiniment. Ainsi, dans Pn, 1l y à des termes qui, pour 7 
grandissant indéfiniment, tendent vers les K premiers termes 
de Zsa(x;)| +|s.(x;)l; donc la limite des v, ne saurait être 
inférieure à la variation totale de ®, mais comme elle ne saurait 
être plus grande, les v, tendent bien vers la variation totale de +. 

On peut aussi utiliser des divisions D; remplissant les condi- 
tions indiquées mais obtenues à l’aide d’ensembles réductibles de 
points et non plus seulement à l’aide de points en nombres finis. 
Seulement il faut définir avec précision ce que l’on entendra par 
le nombre u; ce sera, si l’on désigne par d,— (a;, b;) les différents 
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intervalles contigus à l'ensemble E des points de division et 
par æ1, 2, ... les points de cet ensemble, 


u = ÈE]|f(bh—o)— fa; so)| <Else(ri)l+E,; sa(æi) |: 


Il est clair que la première somme tend vers la variation totale 
de la partie continue Ÿ de f et que la seconde finit par contenir les 
valeurs absolues de tous les sauts de /, donc donne la variation 
totale de 9. 

Lorsqu’en tout point f(x) est compris entre f(x + o) et f(x — 0) 
on peut prendre pour u la quantité & 


u'=Sif(b;-o)—/f{a;-o)l+ZE'f(ri+o)—f(r:—o)'; 


mais, dans le cas général, cette quantité donnerait une limite trop 
petite. Lorsque f est à variation bornée, les séries constituant u' 
sont convergentes, donc on peut ranger comme l’on veut les 
termes de 


E(f(bi— 0) —fta+ 0)] + ELf(ri+ 0) — fai 0)] 


Groupons ceux fournis par les 0; et les x; intérieurs à un inter- 
valle 9’ contigu au dérivé E’ de E, il est clair que la somme de ces 
termes est Ÿ[ f(3!— 0) — f(x + o)] si 9’ est l'intervalle (a', B'). 
Donc, par de tels groupements, on transforme la somme relative 
à E en la somme analogue relative à E’; puis en la somme relative 
à E”, etc. Et finalement on conclut que, si (a, b) est l'intervalle 
considéré, on a, pour f à variation bornée, 


ftb)— fa) =E[ f{bi—o)— fa +o)|— E[f(ri- 0) — f(x: —o)]. 


II. — Les courbes rectifiables. 


Soit une courbe C définie dans (a, b) 
x = æ(t}, Me FE), = gt): 


Considérons un polygone P inscrit dans cette courbe et dont les 
sommets, dans l’ordre où ils se rencontrent sur P, correspondent 
à des valeurs croissantes de { (1), a, æ&1, &2, ..., «hp, b. On peut 





(*) Quand nous parlerons d’un polygone inscrit dans une courbe, nous suppo- 
serons toujours cette dernière condition remplie. 
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considérer P comme une courbe définie dans (a, b) à l’aide de 
fonctions E(£), n(t), E(t) égales à æ(t), y(t}, 3(t) pour les 
valeurs &, 4, lo, ...,t), b de £. 

Ceci posé, soient deux suites de polygones inscrits dans C, P; et 
Tj, choisis tels que le maximum des différences {4 tx_, tende 


à 1 1 
vers zéro avec = d’une DRE RAVÈR, d'autre part. La longueur d’un 


polygone est, par définition, la somme des longueurs de ses côtés: 
nous allons comparer la longueur s; de P; à celle co; de I; 

Supposons que deux sommets consécutifs m,, m, de P; corres- 
pondent à {—0, et 1—6,. Les points pr, p2 de Il; qui corres- 
pondent à ces valeurs de t tendent, quand / augmente indéfiniment, 
vers M1, M2; la plus petite des limites, pour 7 infini, de la lon- 
gueur de l'arc ip est donc au moins égale à la longueur du 
côté m,m,. Mais ceci étant vrai pour chaque côté, la plus petite 
limite des c&; est au moins égale à s;. Et puisque l’on pourrait per- 
muter P;etr;, les longueurs s; et c; tendent vers la même limite 
quand i et j augmentent indéfiniment, et elles sont toujours infé- 
rieures à leur limite. 

Lorsque le maximum de la longueur des côtés d’un poly- 
gone inscrit dans une courbe tend vers zéro, la longueur de 
ce polygone tend vers la limite supérieure des longueurs des 
polygones inscrits dans la courbe. C'est cette limite que l’on 
appelle la longueur de la courbe. 

Une courbe est dite rectifiable si elle est de longueur finie. 
L'étude des courbes rectifiables à été entreprise par Ludwig 
Schceffer (*), puis continuée par Jordan (2) à qui l’on doit le 
résultat suivant : 


Pour qu'une courbe soit rectifiable, il faut et il suffit que 
les fonctions x(t}, y(4), z(t) qui la définissent soient à varia- 
tion bornée. 


En effet, un côté quelconque d’un polygone inscrit dans la 
courbe est de longueur au moins égale à chacune des projec- 





(1) Allgemeine Untersuchungen über Rectification der Curven (Acta mathe- 
malica, t. V). 

(?) Cours d'Analyse, t. 1, 2° édition. cheeffer et Jordan ont aussi examiné 
le cas où z(£), y{(t}), z(t}) ne sont pas continues. 
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tions >, d,, à, de ce côté sur les axes, et de longueur au plus 
égale à Ôp—+ dy—+ dz: Mais la somme des projections à, est la 
variation v, de la fonction x (t) pour les valeurs de { correspon- 
dant aux sommets (‘}). La longueur du polygone est donc supé- 
rieure à #4: elle est, de même, supérieure à v, ou à »,, mais elle 
est inférieure à v4+ v, + v,; la propriété est démontrée. 

De plus la longueur de l'arc de t, à t(t> to) d'une courbe 
rectifiable est une fonction continue non décroissante de t, 
puisque l’accroissement de cet arc, dans un intervalle quelconque, 
est compris entre les accroissements de fx et x + Py + Pr. 

Pour calculer la longueur d'une courbe, on pourra se servir de 
polygones ayant une infinité de sommets correspondant à des 
valeurs de { formant un ensemble réductible; car le raisonnement 
du début s'applique à ces polygones. 

Une courbe rectifiable plane est quarrable, car si on la divise 


. $ 
en nr morceaux de longueur égale à chacun d'eux peut être 


RS" 


? L nl $ 
enfermé dans une circonférence de rayon  : et la somme Le 


ë : I 
des aires de ces cercles tend vers zéro avec =. 


Supposons que æ(t), y(t), z(t) aient des dérivées intégrables; 
alors |æ'(#}|, |y'(t)|, | z'(#)| sont aussi intégrables, car on peut 
écrire 

Tr? Ù, lx'|=+ Vu, 


et si l’on élève au carré ou si l’on prend la racine carrée arithmé- 
tique d’ane fonction intégrable, on ne cesse pas d'avoir des fonc- 
tions intégrables. 

Sil, m,n, L, M, N sont les limites inférieures et supérieures 
de |z!|, |y|,|2| dans un intervalle (4,, 2), les sommes telles 
que Z(t»—1,)(L — {), étendues à une division quelconque de 
(a, b) en intervalles partiels, tendent vers zéro quand les inter- 
valles employés tendent vers zéro. 

La corde (#,, t,) a une longueur à qui vérifie les inégalités 


a=(h—4)VP+EmiEn<8<(t—t)pL?+ MI+ N2= A. 
EE 


(:) La courbe x = x(£), y — 0, z = 0. qui sert dans ce raisonnement, est dite 
la projection sur ox de la courbe donnée; Je projection sur æoy est æ = æ(t), 
x =y(t), z=e. 
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Donc un polygone inscrit a une longueur comprise entre les 
sommes Za, ZA correspondantes. Si l’on fait tendre vers zéro les 
longueurs des côtés du polygone, ZA et Za tendent vers une 
même limite; car on a 


ZA —Ea£E(ta—t)(L—7)+ Z(t3—t)(M—m) 
+ E(ts— H)(N — nn). 


La limite de ZA et Za est la longueur de la courbe. Mais, 
b 
puisque l'intégrale f Vr®+ y +2 dt, qui existe d’après nos 


hypothèses, est toujours, elle aussi, comprise entre Za et ZA, 
nous pouvons conclure que, si x', y’, z! existent et sont inté- 
grables, la longueur de l'arc (a, b) est 


b 
: f Vr?+ y+ 22 di. 
a 


Le raisonnement précédent montre aussi que si f(x) existe sans 
être intégrable, et nous verrons que cela est possible, la longueur 
de la courbe y — f(x) est comprise entre les intégrales par défaut 
et par excès de 4/1 + f2. 

Nous obtiendrons la ue de cette proposition aux 
courbes (4), y(t), z(t), ainsi qu’un résultat relatif au cas 
où Vr?+y?+ 32 est une dérivée, à l’aide des considérations 
qui suivent. 

: On suppose que +’, y’, 3’ existent; alors, du point Zo; Vos 20 Lo; 
quel qu'il soit, comme origine, on peut tracer une corde dont la 
longueur ÿ/0x?+ dy? + 02? diffère, au plus de e df5, de la quantité 
êto vx! un + 3; ; , et nous pouvons même assujettir Ôlo à être 
inférieur à une certaine quantité donnée à l’avance À. 

La courbe étant définie dans (a, b), du point a — #; comme 
origine, nous pouvons tracer une corde remplissant les conditions 
indiquées; elle correspond à ({1, to). De t, nous pouvons tracer 
une nouvelle corde qui correspond à (ls, ts) et ainsi de suite. Si, 
ar:es.un nombre fini d'opérations, on arrive en b, la construction 
est us achevée. Sinon les ?, ont un point limite #,, à partir duquel, 
comme origine, on peut tracer une corde (és, lu. ), puis de 
log on trace (é41, lwy2) et ainsi de suite. Si l’on n’atteint pas b, 
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on se rapproche d’un point limite 2, à partir duquel on opère de 
même qu’à partir de £,.. 

On a ainsi des intervalles dont les origines {, ont pour indices 
les différents nombres finis et transfinis &. Il faut démontrer qu'on 
arrivera en b avant d’avoir épuisé la suite des nombres trans- 
finis, c'est-à-dire à l’aide d’une infinité dénombrable d'inter- 
valles (tu, tu11). Cela est tout à fait évident, car il n’y a pas plus 





b—a. 2 | : 
de : intervalles de longueur supérieure à n, et tous les inter- 


# # De A I I 
valles, étant supérieurs en longueur à l’un des nombres 1,- DR 


forment un ensemble fini ou dénombrable. 

L'ensemble des valeurs 44, {+, ... est réductible, puisqu'il est 
fermé et dénombrable; donc on peut se servir des cordes tracées 
pour évaluer la longueur de la courbe. La somme des longueurs 
de ces cordes diffère de la somme 


l— E(iyzr1— 3) Vr'?(ta) = V(ta) — 3% (12), 
au plus de 
& E(tan— ta) = (db — a). 


Si nous faisons tendre simultanément #& et 2. vers zéro, e(b — a) 
tend vers zéro, la somme des longueurs des cordes tend vers la 
longueur s de la courbe, [ tend donc vers s. Mais, d'après la 
forme de I, on peut écrire, si Vr?+ 7"?+ 3"? est bornée, 

b ER 
Î rep ridtése | Very at. 
“a 


+ a 


Supposons maintenant que Wx"®+ 7"?+ :"?, bornée ou non, 
soit La dérivée d’une fonction à (t}. Si nous avons choisi chaque 
intervalle (£4, ta,1) de manière qu'il satisfasse, non seulement aux 
conditions, précédemment indiquées, mais encore, ce qui est pos- 
sible, à l'inégalité 


e dtu>| 8 s(1x) — Ota V'r (ta) + (ta) — 32(ta) |, 


Ï tend vers l'accroissement o(b)—c(a) des(t) dans (a, b) quand 
e et À tendent simultanément vers zéro. On a donc 


s—7(b)—a(a). 


La longueur de l'arc est l'accroissement de la fonction ©. 
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J'appelle l'attention sur la construction employée dans la 
démonstration précédente. 

Je suppose qu’un procédé, permeltant de construire un ou 
plusieurs intervalles ayant pau origine un point quelconque 4,, 
ait été indiqué. Je dirai qu’un intervalle (a, b)a été couvert, à 
partir de a, par une chaîne d'intervalles choisis parmi les inter- 
valles définis par le procédé donné, lorsqu'on aura construit par ce 
procédé un intervalle (£,, t:) d’origine 4, — a, puis un intervalle 
(£23 ts) d’origine £,, etc., puis, si cela est nécessaire, un intervalle 
(ls Lwxs) dont Pobine est la limite de £, f, ..., et ainsi de 
suite. Îl a été démontré qu’on arrive ainsi nécessairement à 
atteindre b au bout d’un nombre fini ou d’une infinité dénom- 
brable d'opérations; de sorte que la chaîne construite couvrira 
bien tout (a, b) (1). 
À 


(*) Lorsque le procédé donné fait correspondre plusieurs intervalles à une 
même origine £,, il faut choisir entre tous ces: intervalles celui qu’on appellera 
(lu Ex). Ce choix peut être fait arbitrairement si la nécessité de choisir ne se 
présente qu’un nombre fini de fois. Si elle se présente un nombre infini de fois, 
pour éviter les difficultés qui surgissent de l’emploi des mots « choisir une infi- 
nité de fois », il vaut mieux supprimer le choix en indiquant suivant quelle loi 
on déterminera (£,, &,,,) parmi tous les intervalles possibles. Dans Ja démonstra- 
tion précédente, on pourra assujettir chaque intervalle (4. t,+1) à étre le plus 
grand qui satisfasse aux conditions imposées ; il y a bien d’ailleurs, dans l'en- 
semble de-ces intervalles, un intervalle plus grand que tous les autres. 

Dans la Note finale on trouvera une étude approfondie de l’ emploi de ces chatnes 
d'intervalles. 
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LA RECHERCHE DES FONCTIONS PRIMITIVES. 


I. — L'intégrale indéfinie. 


Soit f(x) une fonction bornée intégrable définie dans (a, b); 
la fonction 
LA 
F(x) = f f(x) dx +K 
a 
est l'intégrale indéfinie de f(x): 

En appliquant le théorème de la moyenne on voit que d’inté- 
grale indéfinie de f(x) est une fonction continue, à variation 
bornée (1), et qu’elle admet f(x) pour dérivée en tous les points 
où f(x) est continue. 

Que se passe-t-il au point « si f(x) n'y est pas continue ? Alors 
ilse peut qu'il y ait une dérivée égale à f(x), c'estle cas poura = 0 
si f(x) est nulle pour x quelconque, et égale à 1 quand x est 
l'inverse d’un entier; il se peut qu'il y ait une dérivée diffé- 
rente de f(æ), c'est le cas pour & = o quand f(x) est partout nulle 
sauf pour + — 0; il se peut qu'il n’y ait pas de dérivée, c’est le cas 
pour «— o quand f(x) —cosf|x| pour x É o et f(o)—=0 (?). 


Ainsi l'intégration peut conduire à des fonctions n'ayant pas 





(2) Je laisse au lecteur le svin de démontrer que la variation totale de F(x) 


b 
dans (a,b}) est exactement égale à | f |f(æ)'dæ|. Cette proposition a 
ft 





d’ailleurs été démontrée incidemment (p. 61) car elle est un cas particulier de 
celle relative à la longueur d'une courbe æ(t}, y(t), 3(4), lorsque z'(t) 
y'(&), 3° (€) sont intégrables. Il suffit en effet de considérer la courbe æ(t) = f(t), 


r(t)=z(t)=0. 
(2?) L'intégrale indéfinie est alors À (sin Lizi+cos£)|x}). 
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partout une dérivée. Cette conséquence a été signalée par Riemann 
qui a appelé l'attention sur l'intégrale indéfinie de la fonction 


TOO) 


Cette intégrale indéfinie F(x) admet f(x) pour dérivée quand x 


2DP +I 
n'est pas de la forme re 


2pP +I . 
Supposons à — —— et faisons tendre B vers « ee valeurs 
27 


croissantes, ôn a vu que f(B) tend vers fa) + = =» donc, 
d’après le théorème de la moyenne, il en est aussi a ie de 
F(B)—F(a) 

8 — x 





: Tr? à 5 5 

Au contraire, ce rapport tendra vers f(x) — ns Si l'on fail 

tendre 6 vers « par valeurs décroissantes; donc F(x) n’a pas de 
| 2P+I 
dérivée pour les valeurs de la forme 


C'est le PÉCDNE exemple que l’on ait connu d’une fonction 
de laquelle il n'aurait pas été clairement légitime de dire qu'elle 
admet, en général, une dérivée. On connaissait bien des fonc- 


tons, celle de Cauchy, par exemple,. + Vz?, qui, en certains 
points, n'avaient pas de dérivée; mais ces points étaient excep- 
uionnels, ils ne formaient jamais un ensemble partout dense; dans 
’ ernple de Riemann, au contraire, il y a des points sans dérivée 
dans tout intervalle. Le principe de condensation des singularités 
nous donnera autant d'exemples que nous le voudrons de fonc- 
tions analogues à celles de Riemann :; si les a Sont tous les nombres 


. cos £ | x — - 
rationnels, f > EE dx est une de ces fonctions. 

L'intégration fournit des fonctions qui n’ont pas toujours une 
dérivée. Par une méthode toute différente, Weierstrass a construit 
une fonction n'ayant jamais de dérivée (?}; il est évident que l'inté- 


gration ne peut pas donner de telles fonctions : Les points en 





(:) Voir page 15, L'intégrale indéfinie s’obtient en intégrant terme à terme. 

(*) Voir Journal de Crelle, vol. 79, ou JorpAN, Cours d'Analyse, 2° édition, 
t. I, p. 316. 

La fonction de Weierstrass est à variation non bornée dans tout intervalle. 
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lesquels une intégrale indéfinie n'admet pas de dérivée forment 
un ensemble de mesure nulle, puisque ces points appartiennent 
à l’ensemble des points de discontinuité de la fonction inté- 
grée f(x). Ainsi, les points sans dérivée sont encore, à un certain 
égard, exceptionnels. 

Lorsqu'une fonction f(x) est bornée, mais non intégrable, on 
peut lui attacher Les deux intégrales indéfinies par excès et par 


défaut 
Ftx) = f jcodz LK,  F(æ)= [feras -K. 


I 


Ces deux fonctions sont continues, à variation bornée, et 
admettent f pour dérivée en tous les points où f est continue (*). 

À la notion d’intégrale indéfinie se rattache une généralisation 
importante de l’intégrale définie. 

Si une fonction f(x) définie dans (a, b) est non intégrable dans 
(a, b}) mais intégrable dans tout intervalle (x, 6} intérieur à (a, b), 
on peut espérer définir une intégrale dans (a, b) en posant en prin- 
cipe la continuité de l’intégrale indéfinie et en appliquant les 
méthodes de Cauchy. 

On voit facilement que les conditions supposées ne sont jamais 
réalisées si f(x) est bornée. Mais, si /(x) n’est pas bornée, on peut 
être conduit par la méthode de Cauchy à un nombre déterminé; 
il en. sera ainsi en particulier si, autour de a et b, | f(x)| est 


{ 


inférieure à une fonction d'ordre d’infinitude déterminé, inférieur 
à 1 (?). 

On peut refaire au sujet de l'intégrale de Riemann tous Îles 
raisonnements faits au sujet de l'intégrale de Cauchy et des pro- 
cédés de Cauchy-Dirichlet ; je n’insiste pas sur ce point (#). 





(*) La propriété relative à l’ensemble des points sans dérivée est donc vraie 
aussi pour les intégrales par excès et par défaut; nous verrons d’ailleurs plus 
tard qu'elle appartient à toutes les fonctions à variation bornée. 

(?) D'une manière plus générale, on peut appliquer tous les théorèmes que l'on 
donne ordinairement relativement à l'existence d'une intégrale quand la quantité 
placée sous le signe d'intégration devient infinie en un point, 

(2) À ces questions se rattache une généralisation de l'intégrale exposée par 
Jordan dans le Tome II de la deuxième édition de son Cours d'Analyse. Si 
les généralisalions du texte permettent de définir l'intégrale de f(x) dans tout 
intervalle contigu à uu ensemble fermé E, Jordan appelle intégrale de f(x) la 
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II. — Les nombres dérivés. 


L'intégration s'applique à des fonctions qui ne sont pas des 
fonctions dérivées. Une fonction nulle partout, sauf pour x — 0, 
n’est pas une fonction dérivée, puisque sa fonction primitive, si 
elle existait, devrait être continue, constante pour æ positif, et 
pour æ négatif, donc toujours constante et cependant sa dérivée ne 
serait pas nulle pour x — 0. Ceci montre que les notions d’inté- 
erale indéfinie et de fonction primitive sont différentes. 

IL semble que l’on ait admis pendant longtemps que la première 
de ces notions comprend la seconde et que, par suite, l’intégra- 
tion permet toujours de résoudre le problème de la recherche des 
fonctions primitives. En tout cas, au lieu de s'occuper de ce pro- 
blème, on a étudié quels services pouvait rendre l'intégration dans 
la résolution de problèmes, généralisations, en des sens divers, du 
problème des fonctions primitives. 

Pour l'étude de ces problèmes 1l nous sera utile de connaître 
quelques propriétés des nombres dérivés. 

Soit f(x) une fonction continue (1), prenons le rapport 

PLAGE do eh = Let M) fa) 

et faisons tendre À vers zéro. Si nous assujettissons À à ne prendre 
que des valeurs négatives, la plus petite et la plus grande des limites 
du rapport sont les deux nombres dérivés à gauche au point xs. 
Ces deux nombres, qui ont été définis et étudiés par P. Du Bois 
Reymond et Dini, sont encore appelés les extrêmes oscillatoires 
antérieurs. La plus petite limite est le nombre dérivé inférieur 
à gauche, la plus grande limite est le nombre dérivé supérieur 
à gauche. 





somme des intégrales dans les intervalles contigus à E. Pour que l'intégrale 
d'une somme soit la somme des intégrales, il faut ajouter que l'étendue exté- 
rieure de E doit être nulle. À ces questions se rattachent des travaux de Harnack 
(Math. Ann., Bd XXI, XXIV}, Hôlder (Math. Ann., Bd XXIV), de la Vallée 
Poussin (7. de Liouville, série 4, vol. VIIE), Stolz ( Wiener Berichte, Bd CVII), 
Moorc (Trans. Amer. Math. Soc., vol. IT). | 

(1) On peut aussi considérer le cas des fonctions discontinues, mais les défi- 
nitions du texte nous suffiront. 
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En donnant à À des valeurs positives, on définit les deux nombres 
dérivés à droite ou extrêmes oscillatoires postérieurs. 
Ces quatre nombres, qui ne sont pas nécessairement finis, se 


notent 
Àg Âg; ts Ag; 


si l’on veut rappeler la fonction f et la valeur x, dont il s’agit on 
écrit Ag f(To), Ag f(Zo) ('). 

La signification géométrique de ces nombres est simple. Soit la 
courbe y — f(x), considérons l’arc AB de cette courbe corres- 
pondant à l'intervalle (xo, ïo + h}; supposons-le positif. Toutes 
les droites joignant À à un point quelconque de AB sont toutes les 
droites d’un certain angle XAYŸ. Faisons tendre À vers zéro, 
l'angle XAY varie de telle manière que, pour la valeur }, il 
contient tous les angles correspondant aux valeurs inférieures à À. 

Ceci suffit pour qu’on en conclut l'existence de droites limites 
EA, nA pour XA et YA. Les coefficients angulaires de ccs deux 
droites limites sont les nombres dérivés à droite. 


. . L 
On pourra faire la figure pour la courbe y — x sin =ipouræ—0 


les deux nombres dérivés inférieurs sont égaux à — 1 et les deux 
nombres dérivés supérieurs sont égaux à +1. Pour cette courbe 
l'angle XAY est fixe. Au contraire, il varie pour la fonction 


he. A à 
Y=æsIn— +x?sin—; 
æ æ 


qui admet les mêmes nombres dérivés que la précédente pour 
D = 0: | 

Les nombres dérivés peuvent remplacer dans certaines études 
les dérivées ordinaires. Dans l'étude de la variation d’une fonction 
par exemple : si les nombres dérivés sont tous quatre positifs, la 
fonction est croissante; si les deux nombres dérivés postérieurs 
sont positifs, la fonction est croissante à droite; siles deux dérivés 
postérieurs sont positifs et les deux antérieurs négatifs, la fonc- 
tion admet un minimum pour æ — %#,; si les deux nombres dé- 
rivés à droite sont de signes contraires, la fonction n’est n1 crois- 


(:) On emploie aussi quelquefois les notations D_, D-, D,, D* ou d, D, 


d,, D. 
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sante ni décroissante à droite de zx — 9, mais si l’un des deux est 
nul on ne peut plus rien dire. 

Lorsque Au À4, on dit que la fonction admet une dérivée à 
droite, égale à Ag; si Ag— À, la valeur de À, est la dérivée à 
gauche. 

Si Ay— ha A,—hg, la fonction a une dérivée égale à A4. 
Cette définition est identique à la définition classique, sauf le cas 
où Ad= Æ co (!). 

Faisons une application de ces définitions à l'intégrale. Le 
théorème de la moyenne donne 


AS r[F(x), Le BIS L, 


si F est l'une quelconque des trois intégrales indéfinies et si Let L 
sont les limites inférieure et supérieure de f dans (x, 6); on peut 
même supposer que « est exclu de l'intervalle (x, 6). 

Si nous faisons tendre f vers « par valeurs plus petites que «, 
nous voyons que le nombre dérivé supérieur à gauche pour 
x—a d'une des intégrales indéfinies d’une fonction bornée 
f(x) est au plus égal à la limite supérieure de f(x) à gauche 
de x et le nombre dérivé inférieur de f(x) à gauche est au 
moins égal à la limite inférieure de f(x), à gauche de a; ül 
s'agit ici des limites inférieure et supérieure en à, æ& exclu 
(voir p. 19). 

Supposons que f(x — o) existe, alors les deux limites de f(x) à 
gauche de & sont f(x — 0), donc : quand f(x — 0) existe, l’une 
quelconque des intégrales indéfinies de la fonction bornée 
f(x) admet, pour x — x, une dérivée à gauche égale à f(& — o). 

On raisonne de même pour les nombres dérivés et la dérivée 
à droite. 





14) : 
re , n’admettant que des points de 


La fonction de Riemann > 
discontinuité de première espèce, conduit à une intégrale indéfinie 
qui a, en tout point, une dérivée à droite et une dérivée à gauche 
déterminée. C’est en somme l’existence de ces dérivées à droite et 
à gauche qui a été démontrée à la page 69. 

Si f(a — o) et f(x + 0) existent et sont égales, l'intégrale de 





(!:) Avec cette définition Vz admet une dérivée déterminée, + , pour æ = ©. 
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f(x) admet la valeur commune de f(x —o) et f(a+o) pour 
dérivée, quand x — x, quel que soit le nombre f(x). 

[l'existe pour les nombres dérivés une proposition analogue au 
théorème des accroissements finis (!) : 


St Let L'sont les limites supérieure et inférieure de l’un 
quelconque des quatre nombres dérivés de la fonction f(x) 


dans (a, b),on a 
l£r[f(x), à, bI£L. 


Je suppose que L et L soient relatifs à A4; les autres cas se 
ramènent à celui-ci, car on a évidemment : 


hal ftæ)] = Aa[—.f( M}; ae JS Z)] — A7 [—/À æ) | 
Aloe Alf +) 





Je suppose donc que L et L sont les limites de Az; pour démon- 
trer la seconde inégalité, il me suffira de prouver qu'il existe des 
valeurs de A7 au moins égales à 


r[f(x). a. b],. 
J’adopte pour cela le langage géométrique parce qu'il me paraît 


plus expressif; on le traduira facilement si l’on veut en langage 
analytique. 


Fig. ». 





La propriété est évidente si la courbe C qui représente f(x) se 
réduit à la corde AB joignant ses extrémités ( fig. 2). 





(1) On sait que ce théorème s'énunce ainsi : 
Si une fonction f(x) est continue dans l'intervalle (a, b}, et admet une dérivée 
bien déterminée pour chaque valeur de z intérieure à (a, b),il existe un nombre E 
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S'il n’en est pas ainsi et s’il existe des points de la courbe C au- 
dessus de AB (c’est-à-dire du côté de y — +), je déplace la 
droite AB parallèlement à elle-même en A’B' de manière qu’elle 
coupe C. 

Au-dessus de AÀ'B'1l y a des ares de C, soit PQ l’un deux. Au 
point P de A’B", A4 et À4 sont évidemment supérieurs ou au moins 
égaux au coefficient angulaire de PQ, c’est-à-dire à r[ f(x), a, b] 
et la propriété est démontrée dans ce cas. 


Enfin si C n’a pas de point au-dessus de AB ( fig. 3), je déplace 


Fig. 3. 





AB parallélement à elle-même vers y — — w, et-soit A/B' la der- 
nière position dans laquelle elle ait des points communs avec C. 
Si P est l’un quelconque de ces points, en ce point A4 et À4 sont 
au moins égaux à z | f(x), @, b]; la propriété est démontrée dans 
tous les cas. Dans l’un et l'autre cas de figure nous avons raisonné 
sur un arc Pp, d’origine P, et situé au-dessus de la parallèle à AB 
menée par P. Nous avons, de plus, en vue de la suite, pris P 
différent de À. 

Du théorème précédent il résulte que Les quatre nombres 
dérivés ont la même limite supéricure et La même limite infé- 
rieure dans tout intervalle. 

Comparons, en ellet, les limites supérieures L et 1/ de Ag et À. 
Puisque A4 a pour limite L et que AY est la limite, de rapports 


de cel intervalle tel que 


JB) — fa) = f(8)[8 — af. 


Cet énoncé ne suppose pas que f'(æ) soil bornée ou même finie, mais si f(x) 
est infinie, ce doit être +co, ou —æ, el non pas To, 
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r[ f(x), «, B], où « et B appartiennent à l'intervalle considéré (a, b), 
on peut trouver « et B dans (a, b) tels que r{ f(x), æ, B] soit 
supérieur à L — +. Le maximum de À, dans (x, 6), donc dans (a, b), 
est par suite au moins égal à L —e. Ceci suffit pour démontrer 
que Let L' sont égaux. 

La valeur commune de L et L'esten même temps la limite supé- 
ricure du rapport r[ f(x), «, B|. 

La propriété énoncée pour les limites supérieure et inférieure 
dans un intervalle entraîne la même propriété pour les limites 
supérieure el inférieure en un point; en particuher, si pour Pun 
des nombres dérivés ces deux limites sont égales, il en est de 
même pour les autres, ce qui s’énonce : Sr en un point xs l’un 
des nombres dérivés est continu, il en est de même des trois 
autres nombres dérivés et de plus la fonction admet une dé- 
rivée pPOUl T = Lo: 

Voici une autre conséquence évidente : sé les quatre nombres 
dérivés sont bornés, ils admettent la même intégrale supé- 
rieure et la même intégrale inférieure; st l’un deux est inté- 
grable, tous le sont et ils ont même intégrale. 

Dans le cas des dérivées le théorème de Rolle (!) est un cas 
particulier du théorème des accroissements finis; dans le cas des 
nombres dérivés le théorème analogue au théorème de Rolle peut 
s’énoncer ainsi : SE la fonction continue f(x) s'annule pour 
a et b, les limites des nombres dérivés dans (a, b) sont, ou 
toutes deux nulles, ou toutes deux différentes de zéro et de 
signes contralres. 

Cet énoncé se justifie en remarquant que si f(x) n’est pas 
constant, r[ (x), «, B} prend des valeurs positives et des valeurs 
négatives. 

On peut aussi dire : st la fonction continue f(x), non con- 
stante dans (a, b), s'annule pour a et b, il existe des points 
intérieurs à l'intervalle (a, b) pour lesquels les deux nombres 
dérivés à droite (ou à gauche) sont positifs et non nuls et 


(!) Ce théorème s'énonce ainsi : 


Si une fonction continue f(x) s'annule pour a et B, et admet pour les points 
intérieurs à (a, b) une dérivée déterminée de grandeur et de signe, finie ou non, 
cette dérivée s’annule duns (a, bd). 
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d’autres points où ils sont négatifs et non nuls. Si dans les 
figures 2 et 3, on suppose bB > a À, les deux nombres dérivés au 
point P, intérieur à (a, b), sont en effet différents de zéro et 
positifs. 

La réciproque peut s'énoncer sous la forme suivante : st l’on 
sait que les deux nombres dérivés à droite (ou à gauche) de 
J(x) ne sont jumais tous deux différents de zéro et de même 
signe, f(x) est une constante ("). 

Parmi les fonctions continues il faut remarquer les fonctions 
à nombres dérivés bornés qui possèdent beaucoup des propriétés 
des fonctions dérivables. Cette classe de fonctions comprend les 
intégrales indéfinies des fonctions bornées. Les fonctions à nombres 
dérivés bornés sont celles pour lesquelles on a toujours 


Lr[fCæ), a, BI|<M, 


où M est un nombre fixe. Cette inégalité, connue sous le nom de 
condition de Lipschitz, intervient dans presque tous les raisonne- 
ments sur l'existence des solutions des équations différentielles. 
Ceci montre l'importance pratique des fonctions à nombres dérivés 
bornés. 

Nous reviendrons au Chapitre 1X sur l'étude de ces fonclions ; 
pour le moment il suffira d'en signaler une propriété immédiate : 

Une fonction à nombres dérivés bornés et inférieurs en 
valeur absolue à M est à variation bornée, sa variation totale 
étant au plus MÔ dans un intervalle d’étendue à. 

Soit maintenant une courbe rectifiable 


æ = æ(t), YF =y(t), 3 =: z(1), 

définie dans (a, bd), et soit s(£) son arc de a et £. 
L’équation s(t)—s peut être résolue en t quand s est dans 
l'intervalle |o, s(b)]; elle n’admet qu’une solution, sauf le cas 


où æ(t), y(4), 3(t) seraient constantes à la fois dans un intervalle. 
Sauf dans ce cas, t(s) est une fonction croissante bien déterminée, 


ge æ[t(s)], y-ylé(s)h  2=4l#(s)] 





(:) Cette prupriélé correspond à la suivante : Si la dérivée d’une fonction 
continue est nulle quel que soit x dans (4, b), La fonction est constante. 
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représentent la courbe donnée et ces fonctions de s sont des fonc- 
tions continues à nombres dérivés au plus égaux à 1. 

L'étude des courbes rectifiables, et par suite celle des fonctions 
à variation bornée, est donc intimement liée à l'étude des fonctions 
à nombres dérivés bornés. Nous aurons l’occasion de nous servir de 
cette remarque. 

Il existe d’ailleurs des fonctions continues à variation bornée et 


4 # e. # ‘ ù , = I 
à nombres dérivés non bornés, la fonction æ?sin= en est un 


exemple. 

Les fonctions dont nous venons de nous occuper sont définies 
dans tout un intervalle, mais il est clair que les notions de dérivée 
et de nombres dérivés s'étendent de suite à une fonction définie 
seulement pour les points d’un ensemble, ou considérée seulement 
pour les points d’un ensemble. La fonction (x) (p. 19) est 
discontinue en tout point; elle admet cependant une dérivée nulle 
sur l’ensemble des nombres rationnels aux points æ rationnels et 
une dérivée nulle sur l’ensemble des nombres irrationncls aux 
points æ irrationnels. 


III. — Fonctions déterminées par un de leurs nombres dérivés. 


Revenons à la recherche des fonctions primitives. Le problème : 


À. Trouver une fonction dont la dérivée soit une fonction 
donnée, 


n’admet pas en général de solution. Aussi le remplace-t-on par 
deux autres : 


B. Reconnattre si une fonction donnée est une fonction 
dérivée. 
C. Trouver une fonction connaissant sa dérivée. 


À ces problèmes correspondent les suivants : 


A’. Trouver une fonction dont le nombre dérivé supérieur 
à droite (ou l’un des autres nombres dérivés) est donné. 

B'. Reconnaître st une fonction donnée est le nombre dérivé 
supérieur à droite d'une fonction inconnue. 
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C'. Trouver une fonction connaissant son nombre dérivé 
supérieur à droite. 


Nous allons d'abord préciser l’indétermination de la solution du 
problème C° en démontrant qu'une fonction est déterminée, à 
une constante additive près, quand on connaît la valeur finie 
de l’un des nombres dérivés pour chaque valeur de la variable. 

Soient, en effet, deux fonctions f(x) et f(x) ayant en chaque 
point le même nombre dérivé supérieur à droite. Nous avons, par 
bypothèse, 

Aa fit(æ) = Aa fitx) 
el aussi 


Aul—/fa(æx)] =— Au fatz), 


comme on le voit en se reportant à la définition géométrique ou 
analytique des nombres dérivés. Cette définition fournit aussi 
l'inégalité 


RACE) — far )TS Aa fix) + alfa e) IS Ale) — f(x]. 


dans laquelle le terme du milieu est nul. 

La fonction f,(x)— f:(x) n'a donc jamais ses deux nombres dé- 
rivés à droite différents de zéro et de même signe, elle est constante. 

Notre proposition est démontrée. La démonstration ne suppose 
pas que la fonction soit à nombres dérivés bornés, mais elle sup- 
pose que le nombre dérivé donné est fini, sans quoi le terme du 
milieu, dans l'inégalité qui nous a servi, n’aurait aucun sens. 

La proposition n’est d’ailleurs plus nécessairement vraie quand 
la valeur connue du nombre dérivé, ou de la dérivée, n’est pas 
partout finie; d’une façon précise, on peut citer deux fonc- 
tions f(x) et fa(x) continues, ayant en tout point la même 
dérivée, déterminée en grandeur et signe mais non partout 
finie, et dont la différence n’est pas une constante. 

À cet effet, reprenons l’ensemble Z de la page 25 et la fonc- 
tion (x) de la page 56. =(x) est continue, croissante; elle a une 
dérivée nulle dans chaque intervalle contigu à Z, elle a des 
nombres dérivés positifs ou nuls aux points de Z. Si donc on 
trouve une fonction continue f,(x) ayant une dérivée déterminée 
en tout point, cette dérivée étant + o aux points de 2, la fonc- 
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tion continue f,(æ) = f(x) +E(x) aura en tout point la même 
dérivée que f,(x) sans en différer par une constante. 

Pour construire f,(x), rangeons les intervalles contigus à Z en 
suite infinie; leurs longueurs formeront, par exemple, la suite : 


Si cet ordre a été adopté, la série Z(0d;)* sera convergente 
pour # plus petit que un et assez voisin de un, d’une façon pré- 
° : 2 . . : 
cise dès que =; sera plus peut que un. Supposons Æ ainsi choisi 
et définissons f,(x). 
Si x est point de Z, nous prendrons 


fix) = 214 EG (Ôn)t, 


la sommation étant étendue aux intervalles à, compris entre o et x. 
Si (x, B} est un intervalle contigu à Z, nous prendrons 


fitæe) = fi(a) + (x — af, pour aL xs 


et 





fe) = PB) (Ba) pour Las. 





Il est clair que f,(x) est continue au point - - 8, car 
B—x\# 
CB) — file) = 21-K(B — a )t = 2(7<) 


4 


et qu’elle y admet une dérivée déterminée. 

La fonction f,(x) est donc continue dans (0, 1), constamment 
croissante et elle admet une dérivée déterminée et finie en tous 
les points n’appartenant pas à 2. Nous allons démontrer qu'aux 
points de Z elle a une dérivée égale à + co. 

Soient To et Ti, Lo << Li, deux points de Z. On a : 


f(x) — fit to) = ave Er (On) > PES ni > (ES dn)= (ri — ro), 
car, puisque # est plus petit que un, on a 


(5, > (ERA )E. 
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Mais, dans un intervalle (&, 8) contigu à Z, on a évidemment 
Aitæ)— fit) 2x —ca)f; 


donc, quel que soit x supérieur à la valeur x, faisant partie de Z, 
on a 


fitæ) —fitro) 2 (zx — 8. 


Et par suite f,(x) a, au point x,, une dérivée à droite au moins 
égale à celle de (z — x} en ce point, donc égale à +. 

On prouverait de même que f, (x) a une dérivée à gauche égale 
à —+ co aux points de Z. Donc f,(x) remplit bien les conditions 
imposées; les fonctions f,(x) et f(x) nous montrent qu'une 
fonction n'est pas déterminée à une constante additive près par la 
connaissance de sa dérivée en tout point, quand celle-ci n'est 
pas partout finie (*). 

Les fonctions qu'on rencontre en Analyse, et qui ne sont pas 
bornées, prennent en général une valeur infinie en certains points; 
on peut encore dire qu'il est rare qu’on sache prouver qu’une 
fonction est toujours finie sans démontrer, par cela même, qu’elle 
est bornée. Aussi l’étude des problèmes C et C’ne présentait guère 
d'intérêt que dans le cas où la fonction donnée, comme dérivée ou 
comme nombre dérivé, est bornée si l’on ne savait pas délimiter 
des cas où les fonctions solutions des problèmes C et C’ restent 
déterminées, à une constante additive près, bien que la fonction 
donnée ne soit pas partout finie. C’est ce que nous allons faire : 

Si le nombre fini Ayf(x) est donné pour toute valeur de la 
variable, sauf pour les points d’un ensemble E, la fonction con- 
tinue f(x) est déterminée à une constante additive près dans tout 
intervalle ne contenant pas de points de E à son intérieur; donc 
il en est aussi de même dans tout intervalle si E est réductible, 
comme on le voit en reprenant les raisonnements employés au 
Chapitre I à l'occasion des recherches de Cauchy et Dirichlet. 








(1) L'exemple précédent est dù à M. Haas Hahn (Mon. Math. Phys., 1905). Il a 
élé construit en réponse à une question que j'avais posée dans la première édition 
de ce livre, 

Depuis, d’autres exemples ont été donnés, en particulier par M. Denjoy. Voir 
aussi M. Ruziewicz (Fund. Mat., t. 1). 


82 CHAPITRE V. 


Nous aurons un résultat analogue toutes les fois que nous con- 
naîtrons un ensemble solution de l’un des problèmes suivants : 


D. En quel ensemble de points suffit-il de connalire la 
dérivée finie d’une fonction pour que cette fonction soit déter- 
minée à une constante additive près ? 

D'. En quel ensemble de points suffit-il de connaître la 
valeur finie du nombre dérivé supérieur à droite d’une fonc- 
tion pour que celte fonction soit déterminée à une constante 
additive près ? 


Nous venons de citer une famille d’ensembles répondant à la 
question : les ensembles complémentaires des ensembles réduc- 
tibles; c’est-à-dire ceux qu’on obtient en enlevant les points d'un 
ensemble réductible de l'intervalle considéré. On doit à Ludwig 
Scheelfer une solution plus générale : 


Une fonction est déterminée, à une constante additive près, 
quand on connaît pour chaque valeur de x, sauf peut-être 
pour celles d’un ensemble dénombrable D, la valeur finie du 
nombre dérivé supérieur à droite de cette fonction. 


Soient f,(x) et f2(x) les deux fonctions ayant en général le 
même nombre dérivé supérieur à droite fini, nous allons démon- 
trer que l’on a toujours 


fie) — faite) = fi(a) —fita), 
et pour cela nous démontrerons que l'égalité 
(1) fitb)—f(b)=fi(a) —fi(a) —H, 


où H est différent de zéro, est impossible. Il suffit de considérer le 

cas où H est positif, puisque l’autre cas se réduit à celui-là par le 

changement de f, et f:; de même on peut supposer b> 4. 
Considérons la fonction 


H 
&e(æ)=c(rx— a) = fi(x)— f(x) —/fi(e) + fa(a) + = 
dans laquelle c est une constante telle que 


H 


PES 3G— a) 
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Alors 
H H 
Pe(a) — > 9 POP a) 0; 


la fonction +. étant continue s’annule entre a et b; soit x. la plus 
grande des valeurs comprises entre & et b qui annule 6. On a 


évidemment 
A4 ce Te) S 0. 


On peut conclure de là que x. est un point de D. 
En effet, nous avons démontré (p. 79), que pour tout point 
n'appartenant pas à D,ona 


Aa[fitæ)—fi(z)]20; 
donc pour ces points on a 
Au Se(r)2c>%>o. 


À chaque valeur c de l'intervalle | o, ___— correspond ainsi 
2(b— a) 


un point x, de D. Mais, si cet c, sont différents, x. et æ,, le sont; 
car l'égalité 
PeCre) = Pare.) = 0 
entraine 
C(te— a) = ct — a) 


et x. est différent de «. 

Donc, pour que l'égalité (1) soit possible, il faudrait que D ait 
la puissance du continu (*). 

Une conséquence de cette propriété, signalée par Ludwig 
Scheeffer, est qu’une fonction est déterminée quand on connaît sa 
dérivée, finie, pour toutes les valeurs irrationnelles. Mais une fonc- 
tion n'est pas déterminée quand on connaît, pour chaque valeur 
rationnelle de x, la valeur finie de sa dérivée. Pour le prouver, 
soient 4, T2, ... les nombres rationnels positifs. Traçons un inter- 
valle à, de longueur incommensurable, ayant x, comme milieu. 
Soit La, le premier des >; ne faisant pas parte de ,; traçons un 





(1) La démonstration précédente est, à très peu près, celle de L. Scheeffer. J'ai 
respecté aussi son énoncé, mais il est bon de remarquer que la démonstration 
suppose seulement que D n'a pas la puissance du continu, ce qui ne signifie 
peut-être pas que D soit dénombrable. 
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intervalle à, de longueurincommensurable, de milieu xz,,etn'empié- 
tant pas sur Ô1. Sir, est le premier des x; qui ne fait partie ni de 
1, ni de d, æy, est le milieu d’un intervalle incommensurable 
n’empiétant ni sur à,, ni sur d,, et ainsi de suite. 

La fonction f(x), égale à la somme des longueurs des inter- 
valles à et des parties d’intervalles d, compris entre o et x, est une 
fonction continue croissante de x, qui admet +1 comme dérivée 
pour toutes les valeurs rationnelles de .r. Et cependant cette fonc- 
tion n’est pas nécessairement de la forme x + const., puisque 
f(+ ©) —f(o) est la somme des longueurs des 6, somme qui à 
telle valeur positive que l’on veut. 

La fonction continue f(x) —1 n’est pas constante et dans tout 
intervalle il existe des points où sa dérivée est nulle. 

C'est à l’occasion d’une fonction dont la dérivée s’anuule dans 
tout intervalle que Ludwig Scheelfer a entrepris ses recherches sur 
la détermination d’une fonction par ses nombres dérivés. 

Comme foucuions dont la dérivée s’annule dans tout intervalle, 
nous pouvons encore citer la fonction o{x) (p. 13), la fonc- 
tionE(æz)(p. 56). 

La démonstration précédente, inspirée de certaines méthodes 
de démonstration du théorème des accroissements finis ou de la 
formule de Taylor, est assez artificielle, en voici une autre : 

Les deux fonctions f, et f; ayant même A4 en tout point, saut 
peut-être aux points de D, la fonction f(x) —f, --f: a, en tout 
point n’appartenant pas à D, un Ag positif ou nul et un À négatif 
ou nul. Si « est un tel point, faisons-lui correspondre le plus grand 
intervalle (æ, & + h) tel que l’ou ait 


f(a+h)—/f{(a) <eh. 


Supposous les points de D rangés en suite simplement infinie, 
Lis a, .... À >, faisons correspondre le plus grand intervalle 
(Zn #,) tel que l’on ait 

ét ; £ 
FC) — f\ Tn) < on : 

Chaque point de (a, b) est maintenant l’origine d’un intervalle à 
attaché à ce point; nous pouvons couvrir (a, b), à partir de &, à 
l’aide d’une chaîne d’intervalles à (p. 63). Servons-nous de ces 
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intervalles pour calculer f(b) — f(a), nous trouvons que cette 
quantité est au plus égale à 


D hk + D = £e(b—a- 1); 


or € est quelconque, donc f(b) — f(a); et, puisque ce raisonne- 
ment pourrait être employé pour une partie quelconque de (a, b), 
la fonction f(x) est constante. 

Ce mode de démonstration conduit à un autre résultat. Suppo- 
sons que l’ensemble exceptionnel soit, non plus un ensemble D 
dénombrable, mais -un ensemble E de mesure nulle. Cela veut dire 
que les points de E peuvent être recouverts à l’aide d’une infinité 
dénombrable d’intervalles d dont la somme des longueurs est aussi 
petite que l’on veut. 

À un point &, n'appartenant pas à E, faisons correspondre un 
intervalle (@, x + h), ou d, comme il a été dit plus haut. À un 
point « de E nous faisons maintenant correspondre, comme inter- 
vaile à, l'intervalle à, dont l'origine est « et dont l’extrémité est 
l’extrémité de l'intervalle 4 contenant «. 

Nous recouvrons (a, b) à parlir de a à l’aide d’une chaîne d’in- 
tervalles Ô et d,; cette chaîne donne, comme limite supérieure de 
l’accroissement f(b) — f(a) de f(x) dans (a, b}, le nombre &Xh 
augmenté de la somme des accroissements de f(æ) dans les inter- 
valles d,. La somme À des longueurs des à, est plus petite que la 
somme relative aux d, donc elle est aussi petite que l’on veut. Cela 
ne permet pas d’en conclure en général que la somme correspon- 
dante des accroissements de f(x) est aussi petite que l’on veut; 
mais si f(x) et f(x) ont des nombres dérivés inférieurs en 
valeur absolue à M, cette somme est inférieure à 2 MX. Ainsi : 


Une fonction, à nombres dérivés bornés, est déterminée, à 
une constante additive près, quand on connatt son nombre 
dérivé supérieur à droite, pour toute valeur de x, sauf pour 
celles d'un ensemble de mesure nulle. 


Cet énoncé ne nous fournit aucun renseignement relativement 
à l’indétermination du problème C' quand le nombre dérivé donné 
n’est pas borné. 

Mais remarquons que c’est seulement pour les points de E que 
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nous avons besoin de savoir que la limite supérieure du nombre 
dérivé de f(x) est de la forme 2M, sans d’ailleurs avoir besoin de 
connaître M: ceci va nous conduire à l’énoncé suivant qui renferme 
tous les précédents : 


Une fonction continue est déterminée, à une constante 
additive près, quand on sait qu'elle a un nombre dérivé supé- 
rieur à droite fini en tout point, sauf peut-être en ceux d'un 
ensemble dénombrable D, et quand on connaît ce nombre 
dérivé fini, sauf tout au plus aux points d'un ensemble E de 
mesure nulle. 


Soit toujours f — f, —f: la différence de deux fonctions con- 
venant aux données et couvrons (a, b) à partir de a d’une chaîne 
d'intervalles. Ceux qui ont pour origines des points de D, ou 
n’appartenant ni à D, ni à E, sont choisis comme il a été dit 
et donnent dans f(b)—/f(a) une contribution égale au plus 
à e(b— a+1). Partageons E en des ensembles E;, l’ensemble E; 
étant formé des points en lesquels le nombre dérivé supérieur à 
droite de f vérifie l'inégalité 


t—1<| Auf | 4; 
etenfermons E;, qui est de mesure nulle, dans des intervalles d; de 
longueur totale =. Un intervalle (ZT, x +0) de la chaîne ayant 
ait 
pour origine un point de E; sera pris intérieur aux d; et tel que 


HÉROS 


Alors les intervalles de la chaîne ayant pour origine des points 
de E; ont dans f(b)—f(a) une contribution au plus égale à 


nr | se - -__ € 
leur longueur multipliée par #, donc inférieure à == X1= Et, 


par suite, on trouve | 
f(b)—f(a) Le(b—a+i). 


Nous n’avons plus conservé qu'une restriction : le nombre dérivé 
supérieur à droite est fini. 

Cette restriction est d’ailleurs nécessaire : la fonction ë(x) 
(page 56) n’est pas une constante, bien qu’elle ait sa dérivée nulle 
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partout, sauf peut-étre aux points de Z, lequel est de mesure nulle. 

Les théorèmes précédents peuvent être avantageusement trans- 
formés; pour ces transformations j'utiliserai une généralisation 
heureuse de la notion de la limite inférieure et supérieure qui est 
due à M. Baire ( }. 

Soit une fonction f(x); la Himite supérieure de f(x), dans un 
intervalle (a, b), est un nombre Ltel que l’ensemble E( f > m), formé 
des points x de (a, b) tels que j (x) soit supérieure à m, existe dès 
que m est inférieur à L, tandis qu’il ne contient aucun point pour 
m > L; la limite inférieure de f(x) dans l'intervalle (a, b) peut 
se définir de même. 

Il existe de même un nombre L, tel que l’ensemble E(f = m) 
est dénombrable pour m°>£, et ne l’est pas pour m<°L,. Ce 
nombre L, est appelé par M. Baire la limite supérieure de f(x) 
dans (a, b), quand on néglige les ensembles dénombrables. 

Cet exemple suffira pour faire comprendre ce qu’il faudra 
entendre par la limite supérieure ou inférieure, dans un inter- 
valle ou en un point, d’une fonction quand on néglige les en- 
sembles dénombrables, ou les ensembles non denses, ou les en- 
sembles de mesure nulle, Si, en négligeant certains ensembles, on 
obtient des limites inférieure et supérieure égales, on pourra dire 
que, à ces ensembles près, la fonction est continue. 

Ces définitions posées, voici les deux propositions que j'avais en 
vue : Les limites inférieure et supérieure d'un nombre dérivé 
sont les mêmes, que l’on néglige ou non les ensembles dénom- 
brables. 

Les limites inférieure et supérieure d’un nombre dérivé 
fini sont les mêmes, que l’on néglige ou non les ensembles 
de mesure nulle. 

Je démontre, par exemple, la première de ces deux propositions. 
Si les limites supérieures L et L, d’un nombre dérivé Aao(æx), 
obtenues en tenant compte puis sans tenir compte des ensembles 
dénombrables, sont inégales, et si K est un nombre fini compris 
entre Let L,, le nombre dérivé Ay[o(x) —K x] est négatif, sauf pour 
les points d’un ensemble dénombrable pour lesquels il est positif. 





('} Thèse Sur les fonctions de variables réelles (Annali di Matematica, 
1(00 ). 
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Oril suffit de reprendre, en le modifiant légèrement, l’un ou l'autre 
des deux raisonnements qui nous ont conduits au théorème de 
Scheeffer, pour voir que cela est impossible. 


IV. — Recherche de la fonction dont un nombre dérivé 
est connu. 


Nous allons essayer de résoudre les problèmes B' et C’ dans le 
cas où la fonction f(x), donnée comme Ay, est bornée. 

Divisons l'intervalle positif (4, b) en intervalles partiels. Dans 
(x, B} les limites inférieure et supérieure de f(x) sont / et L, 
donc, si Fest la fonction cherchée telle que A4aF (x) = f(x), ona 


(B—a)/£SF(3)—F(a)£(i—a)L. 


Si nous faisons la somme des inégalités analogues, relatives aux 
intervalles partiels, nous avons, en faisant tendre ces intervalles 
vers Zéro, 


b 
f Aa f(a) de £ F(b)—F(a)E f Au f(æ) dx. 


a 


De cette inégalité il résulte en particulier que : st l’un des 
nombres dérivés d’une fonction f (x) estintégrable, auquel cas 
les trois autres le sont aussi et ont même intégrale, son inté- 
grale indéfinie est de la forme f(x) + const.; et cet énoncé, 
plus particulier encore : lorsqu'une dérivée est intégrable, il y 
a identité entre ses fonctions primitives et ses intégrales indé- 
Jintes. 

Ces énoncés s'appliqueraient évidemment au cas où la fonction 
donnée deviendrait infinie au voisinage des points d’un ensemble 
réductible, à condition d'employer la généralisation de l’intégrale 
qui a été indiquée page 70. 

Si nous tenons compte des théorèmes énoncés à la fin du para- 
graphe précédent, nous voyons que si l’on connaît partout le 
nombre dérivé, sauf pour les valeurs d’un ensemble dénombrable, 
— ou si on le connaît partout, sauf pour les valeurs d’un ensemble 
de mesure nulle, et si l’on sait de plus qu'il est borné partout, — 
on peut encore appliquer les théorèmes précédents, à condition 
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d'étendre les intégrales qui y figurent à l’ensemble dans lequel on 
connaît le nombre dérivé. 

À cette remarque s’en rattache une autre plus importante. Le 
cas dans lequel nous savons résoudre Le problème C/ est celui où le 
nombre dérivé donné est intégrable. Ce nombre dérivé a alors des 
points de continuité; en ces points l'intégrale de ce nombre 
dérivé a une dérivée égale au nombre dérivé donné, et l’on connaît 
partout la dérivée de la fonction inconnue, sauf aux points de dis- 
continuité, c’est-à-dire saufaux points d’un ensemble de mesure 
nulle. Il suffirait de se servir des valeurs connues de la dérivée 
pour avoir la fonction. Le cas résolu du problème C' se ramène 
donc en réalité au problème C. 

Les raisonnements qui précèdent nous permettent de répondre 
aux questions B et B' dans un cas important : celui où la fonction 
donnée est intégrable. Pour reconnaître, par exemple, si une 
fonction intégrable donnée f(x) est une dérivée exacle, on 
formera son intégrale indéfinic F(x), puis on recherchera si 
l’on a 

fs F(zx D F(z) 
nv 
On a donc un procédé régulier de calcul permettant de reconnaître 
si / est ou non une dérivée exacte. Il est vrai qu’il faut rechercher 
si une certaine expression a ou non la limite connue f(x); mais 
une dérivée étant par définition une limite, il est peu probable 
qu’on puisse remplacer le procédé de calcul indiqué par un autre 
dans lequel on n’emploierait pas les limites. 

Nous avons trouvé une condition nécessaire et suffisante pour 
qu'une fonction intégrable soit une dérivée; elle ne se présente 
pas sous la forme que l’on donne habituellement à de telles condi- 
tions. Le plus souvent on énonce, comme condition nécessaire et 
suffisante pour l'existence d’un fait A, l’existence d’une pro- 
priété B qui accompagne toujours le fait À et est toujours accom- 
pagnée par lui; mais, pour que l’on ait autre chose qu’une tauto- 
logie, 11 faut que l’on connaisse un procédé régulier de calcul 
permettant de savoir si l’on a ou non la propriété B. C’est ce 
procédé qui a été directement donné pour le cas qui nous occupe. 

S1 l’on tient à énoncer la condition nécessaire et suffisante trouvée 
sous la forme habituelle, on pourra, comme le fait Darboux, 
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appeler valeur moyenne dans (a, b) d’une fonction intégrable f(x) 
[ 
b—a 
au point x, la limite, si elle existe, de la valeur moyenne dans 
(Zo— h, xo + k), quand les nombres positifs À et & tendent vers 

zéro; et l’on a l'énoncé suivant : 





la quantité 


[ f(a) ds; puis on appelle valeur moyenne 
ü 


Pour qu’une fonction intégrable soit une fonction dérivée, 1l 
faut et 1l suffit qu'elle ait en tout point une valeur moyenne 
déterminée et qu'elle soit partout égale à sa valeur moyenne. 


V. — L'intégration riemannienne 
considérée comme l’opération inverse de la dérivation. 


Nous avons vu que l’on a généralisé de différentes manières le 
problème des fonctions primitives; recherchons maintenant si l’une 
de ces généralisations permet de considérer l'intégration au sens 
de Riemann comme le problème inverse de la dérivation. 

Si nous nous rappelons qu'une intégrale indéfinie admet comme 
dérivée la fonction intégrée en tous les points où celle-ci est con- 
tinue, nous sommes conduits à nous poser, avec M. Volterra, le 
problème suivant : Rechercher une fonction continue qui 
admette une fonction bornée donnée f(x) pour dérivée en tous 
les points où f(x) ést continue ('). 

Ce problème est toujours possible, car les deux intégrales par 
défaut et par excès de f(x) répondent à la question. Mais il est en 
sénéral indéterminé, c’est-à-dire que toutes ses solutions ne sont 
pas comprises dans une formule de la forme F(x)+ const. 
Lorsque f(x) n’est pas intégrable, le problème est toujours indé- 
terminé. Si f(x) est intégrable, il se peut que le problème soit 
déterminé; par exemple quand l’ensemble des points de disconti- 





(tj En réalité, M, Volterra recherche les fonctions qui admettent f(x} pour 
dérivée en tous les points qui ne sont ni des points de discontinuité de f(x}, ni 
des points limites de discontinuités. De plus M. Volterra suppose implicitement 
que les fonctions qu’il recherche ont des nombres dérivés bornés, Pour ces deux 
raisons les résultats qu’il obtient ne sont pas ceux du texte; d'ailleurs toute 
fonction est évidemment solution du problème de M. Volterra, si les points de 
discontinuité de f(x) forment un ensemble partout dense, tandis qu'il n’y a 
alors que des fonctions trés particulières qui satisfont à l'énoncé du texte. 
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nuité est réductible, maïs il se peut aussi qu'il soit indéterminé. 
Il en est ainsi lorsque l’ensemble des points de discontinuité 
contient un ensemble parfait E; nous avons appris (p. 13) à 
former une fonction continue non partout constante, mais constante 
dans tout intervalle contigu à E; cette fonction, ajoutée à une 
fonction solution du problème proposé, donne une nouvelle 
solution de ce problème. 

Ainsi notre problème comprend comme cas particulier le pro- 
blème de l'intégration indéfinie riemannienne, mais il est plus vaste 
que ce dernier problème. 

Proposons-nous maintenant de trouver une fonction à nombres 
dérivés bornés qui admette une fonction bornée donnée f(x) 
comme dérivée en tous les points où f(x) est continue. 

Ce nouveau problème est toujours possible et admet encore pour 
solutions les deux intégrales de f(x); mais, si f(x) est intégrable, 
il est déterminé, car la dérivée de la fonction à nombres dérivés 
bornés cherchée est connue partout, sauf aux points d’un 
ensemble de mesure nulle. Ce problème n’est donc déterminé que 
pour les fonctions intégrables; lorsqu'il est déterminé, sa solution 
est l'intégrale indéfinie de f(x). 

Nous pouvons ainsi, en un certain sens, considérer l'intégration 
riemannienne comme l'opération inverse de la dérivation. 


——“p———— 





CHAPITRE VE 


L'INTÉGRATION DÉFINIE A L'AIDE DES FONCTIONS PRIMITIVES. 


I. — Recherche directe des fonctions primitives. 


Nous avons obtenu des théorèmes permettant théoriquement, 
dans des cas étendus, de reconnaître si une fonction donnée est 
une fonction dérivée et, s’il en est ainsi, de trouver sa fonction 
primitive. En réaelilé, un seul de ces théorèmes est employé 
couramment : toute fonction continue est une fonction dérivée. 
Quant au calcul effectif des fonctions primitives, il ne se fait jamais 
au moyen de l'intégrale définie (1), mais à l’aide des procédés 
connus sous le nom d'intégration par parties et d'intégration par 
substitution. Ces deux procédés s'appliquent, qu'il s'agisse de 
fonctions continues ou non. 

On peut aussi utiliser le théorème suivant : Une série unifor- 
mément convergente de fonctions dérivées représente une 
fonction dérivée. 

Sa fonction primitive s'obtient en faisant la somme des fonc- 
tions primitives des termes de la série donnée, les constantes 





(‘) Cependant il est parfois possible d’effectuer pratiquement la recherche 
d’une fonction primitive à l'aide d’intégrales définies. On trouvera un exemple 
d’une telle recherche dans l’Zntroduction à l'étude des fonctions d’une variable 
réelle de J. Tannery, p. 284. 

Au reste, les géomètres, et en particulier ceux qui ont utilisé la méthode des 
indivisibles, ont effectué quantité de quadratures en appliquant ce qui devait 
devenir la définition de l’intégrale définie. Après l’invention du calcul différentiel 
et l'introduction des notions de dérivée et de fonction primitive, les quadratures 
effectuées antérieurement ont formé les premiers éléments du tableau des 
dérivées et des fonctions primitives. Actuellement, ce tableau est tout d’abord 
donné sous la forme de tableau des dérivées ;.on voit que l’ordre historique est 
exactement inverse de celui adopté dans nos cours. 


L'INTÉGRATION DÉFINIE A L'AIDE DES FONCTIONS PRIMITIVES. 93 


étant choisies de manière que la série obtenue soit conver gente 
pour l'une des valeurs de la variable. 
Soient 
J'= + Ut... M4. Un Pa Sy Pa; 
F=U+U;+...=Ui+... = U,+R,=S,+ R,, 


la série donnée et la série des fonctions primitives, laquelle est, 
par hypothèse, convergente pour une certaine valeur x,. 
Choisissons 7 assez grand, pour que l’on ait, quel que soit 
p positif, 
| Sn+p(Z) — Sa(æ) RÉ 
le théorème des accroissements finis donne, si (a, b) est l’inter- 
valle considéré, | 


| Sn+p(Zz)—Sh(x) [<< € [æ— x] +| Sn+p(Xo) To Sn(&o) 
€ e( 8 — «) | Sn+p(Zo) — Sa(ro)|. 


Cette inégalité montre que la série F est uniformément conver- 
gente dans (a, b), puisqu'elle est convergente pour æ. 
Evaluons le rapport 


r[F(x), æ, æ+h]=— 


ee A Ft) 


AF=AS,+ARy:= ASh+ lim A(Suyp— Sn). 
p== 

La quantité A(S,,,— S,) est inférieure en valeur absolue à e, 
d'après le théorème des accroissements finis, donc, si l’on fait 
tendre À vers zéro, l’une quelconque des limites de AF ne diffère 
que de € au plus de la limite s,(x) de AS,. Puisque € est quel- 
conque, 1l est ainsi démontré que F(x) admet f(x) pour dérivée. 

Ce théorème permet aussi d'employer le principe :de conden- 
sation des singularités à la construction de fonctions dérivées. 


Lorsqu'une fonction dérivée est donnée par une série de 
fonctions dérivées non négatives, on peut prendre les fonctions 


primitives terme à terme à condition de choisir les constantes 
de manière que la série obtenue soit convergente. 


Pour le démontrer, je conserve les notations précédentes, et je 
suppose, pour simplifier le langage, que la série F soit convergente 
pour l'origine de l'intervalle (a, b) considéré et que U,, U;, ..…., 
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s’annulent pour x = a. Soit # celle des fonctions primitives de f 
qui s’annule par x == a. Il faut démontrer que F — F. 

Tous les U; sont positifs, donc S$, croît avec n. Mais, puisque f 
est au moins égale à s,, (x) est au moins égale à S,(x), et Sa(x) 
tend vers une limite F(x), au plus égale à # (x). 

Le même raisonnement appliqué à l'intervalle positif (æ, z + h) 
montre que (x + h) — #(x) est au moins égale à F(x + h) — F(x), 
et par suite f(x), dérivée de (x), est au moins égale à AaF (x). 

D'autre part F(x+h)—F(x) estsupérieureàS,(x+h)—S;(x), 
donc 4F(æ) est au moins égale à la dérivée s,(æ) de S,(x), et, 
puisque n# est quelconque, }4F (x) est au moins égale à f(x). 

F(æ) a donc une dérivée à droite égale à f(x); en raisonnant de 
même sur l'intervalle négatif (x, æ — h), on voit que F(x) admet 
aussi f(x) pour dérivée à gauche; le théorème est démontré. 

Nous pouvons dire aussi : st des fonctions dérivées fn tendent 
en croissant vers une fonction dérivée f, leurs fonctions primi- 
tives tendent vers la fonction primitive de f(x) si les constantes 
sont choisies convenablement. 

On peut écrire en effet 


f=fi+(fa—fs) + (fs fe) +..., 


et tous les termes, qui sont des fonctions dérivées, sont positifs, à 
l'exception peut-être du premier. 

Le théorème est encore vrai si, au lieu de considérer des fonc- 
tions fh(æ) croissant avec l’entier n, on considèré des fonctions 
dérivées f(x, «) croissant avec le paramètre « et tendant vers une 
fonction dérivée f quand « tend vers «,. 

Enfin, il faut remarquer qu'il est nécessaire de savoir que la 
fonction f, limite ou somme, est une fonction dérivée, pour avoir 
le droit d'appliquer le théorème précédent : la fonction 


f(x, x) = — er 


tend en croissant, quand x augmente indéfiniment, vers la fonc- 
tion f(æ) partout nulle sauf pour x — o où elle est égale à — 1. 
Cependant f(x, x) est une fonction dérivée et f(x) n'en est pas 
une. 

Ces deux propriétés vont nous permettre d'effectuer la recherche 
des fonctions primitives dans des cas étendus. 


L'INTÉGRATION DÉFINIE À L'AIDE DES FONCTIONS PRIMITIVES. 95 


Tout d'abord, quand une fonction est la somme d’une série uni- 
formément convergente de fonctions dérivées, c’est une fonction 
dérivée dont nous savons trouver les fonctions primiuves. Voici 
une application théorique importante. 

Soit une fonction continue f(x) définie dans (a, b). Marquons 
les points 754€, Li, L2, ..., Xn == D pris assez rapprochés pour 
que, dans (x;, æ;,1), l'oscillation de f soit inférieure à €. 

Dans la courbe y — f(x) inscrivons la ligne polygonale y — o(x) 
dont les sommets ont pour abscisses x,, æ1, ..., æ,, f(x) et o(x) 
différent de moins de €. C’est dire que o(x) tend uniformément 
vers f(æ); quand € tend vers zéro; il nous suffira donc de 
démontrer que (x) est une fonction dérivée pour que nous 
puissions affirmer qu’il en est de même de f(x). Mais (x), étant 
dans (æi, æi,,) le polynome du premier degré 





est la dérivée de la fonction continue qui, dans (x;, æij1), est 
définie par 
Ba) = Ba) (a 2) fa) + CEE Ge) PC) 
2 Titi Li 

Il est démontré que toute fonction continue est une fonction 
dérivée, et cela sans avoir recours à l’intégration (!). 

Lorsque nous saurons mettre une fonction sous la forme d’une 
série de fonctions dérivées toutes de même signe, nous aurons un 
procédé régulier de calcul permettant de reconnaître si f est une 
dérivée exacte, puisque la fonction primitive de f ne peut être autre 
que la somme des fonctions primitives des termes de la série 
donnée (comparez p. 89). 





(') On pourrait être tenté, pour appliquer le Lhéorème sur les séries uniformé- 
ment convergentes de dérivées, de s'appuyer sur cette proposition, due à 
Weierstrass : toute fonction continue est représentable par une série uniformément 
convergente de polynomes. Pour que cette méthode convienne pour le but que 
nous avons en vue, il faut avoir soin de démontrer le théorème de Weïierstrass 
sans se servir de l'intégration. La démonstration que j'ai donnée dans le Bulletin 
des Sciences mathématiques de 1898, dans une Note Sur l’approrimation des 
fonctions, satisfait à cette condition. Dans une autre Note : Remarques sur la 
définition de l'intégrale, parue au même Bulletin en 1905, j'ai utilisé de façon 
différente les idées qui viennent de nous servir ici. 
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Ainsi les deux théorèmes sur les fonctions primitives des séries 
nous permettent de faire dans certains cas, relativement à la déter- 
mination des fonctions primitives, ce que les théorèmes sur l'inté- 
gralion nous permettent de faire pour les fonctions intégrables. 

Je laisse de côté les remarques analogues relatives à la recherche 
d’une fonction admettant pour nombre dérivé une fonction donnée. 
Je vais indiquer quelques propriétés des fonctions dérivées qui 
permettront parfois de reconnaître immédiatement qu'une fonc- 
tion donnée n’est pas une fonction dérivée. 


II. — Propriétés des fonctions dérivées. 


Une fonction dérivée ne peut passer d’une valeur à une 
autre sans prendre toutes les valeurs intermédiaires. Suppo- 
sons, en eflet, que l’on ait f'(a) — A, f'(b) = B, et soit C un 
nombre compris entre À et B. On peut prendre À positif assez 
petit pour que r[f(x), a, a+ h] soit compris entre À et C et 
que rlf(r), b—h, b] soit compris entre B et C. La fonc- 
tion r[f{x), æ, æ + h] est, L étant fixe, une fonction continue 
de æ; quand > varie de a à b — h elle passe d’une valeur comprise 
entre À et C à une valeur comprise entre B et C, donc pour 
une certaine valcur x, de(a, b—h)ona r[f(x), Zi, Zn +h]=C. 
Le théorème des accroissements finis montre que dans (To, To + À) 
il existe une valeur c telle que f'(c) = CG ('). 

Les fonctions dérivées jouissent donc de l'une des propriétés 
des fonctions continues. Darboux, dans son Mémoire Sur les 
fonctions discontinues (?), a beaucoup insisté sur celte propriété. 
On avait pris, en France, l'habitude de définir une fonction con- 
unuc celle qui ne peut passer d’une valeur à une autre sans passer 
par toutes Les valeurs intermédiaires, et l’on considérait cette 
définition comme équivalente à celle de Cauchy. Darboux, qui 
construisait dans son Mémoire des fonctions dérivées non continues 





(!) Ceci ne suppose pas que f'(æ) soit finie, mais seulement que f'(z) soit 
toujours bien déterminée en grandeur et signe. 
(*) Annales de l'École Normale, 1875. 
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au sens de Cauchy, a pu montrer que les deux définitions de la 
continuité étaient fort différentes (!). 

Il est facile de citer des fonctions discontinues qui ne passent pas 
d’une valeur à une autre sans prendre, une fois au moins, chaque 
valeur intermédiaire. C'est le cas de la fonction égale à sin = pour 
z;<0 et à n'importe quelle valeur de Fintervalle (—1, +1) 
pour æz — 0. 

Il est assez curieux qu'une fonction puisse jouir de cette pro- 
priété qui a été prise pour définition de la continuité et être 
_cependänt discontinue en tout point. Pour construire une telle 
fonction, j'écris le nombre x, pris entre o et 1, dans un système 
de numéralion, le système décimal par exemple 





&: Œs 3 
æ= — — +. 
10 10? 10$ 
Considérons la suite des chiffres de rang impair a;, as, 45, .... 


S1 elle n’est pas périodique, nous prendrons g(x) — 0; s1 elle est 
périodique, et si la première période commence à &»»_,, nous 


prendrons 
Œ2 lan+2 Gin+s Zon+6 
DR) = TE SE +. 
10 10 10 10 


Il est évident que la fonction o(x) ainsi définie prend toutes les 
valeurs de (o, 1) dans un intervalle quelconque si petit qu'il soit, 
donc (x) est discontinue en tout point; d’ailleurs (x) ne prend 
pas de valeurs extérieures à (0, 1), donc w(x) ne passe pas d’une 
valeur a à une autre b sans prendre toutes les valeurs de (0, 1}, 
et, a fortiori, toutes les valeurs comprises entre a et b. 

IL faut aussi remarquer que, avec la définition critiquée par 
Darboux, la somme de deux fonctions continues n'est plus néces- 
sairement une fonction continue. En effet, si 


Fate) = sin = pour Z£O et fa(o) = 1, 


(:) On me permettra de signaler qu’en 1903 on enseignait encore dans un lycée 
de Paris la définition critiquée dès 1835 par Darboux. Cela est d'autant plus 
étonnant que la propriété qui est énoncée dans la définition de Cauchy est celle 
qui intervicnt directement dans presque toutes les démonstrations, tandis que 
la propriété des fonctions continues et dérivées n’est guère employée que dans 
le théorème des substitutions et ses conséquences, 


98 CHAPITRE VI. 


et s1 
»(æ) —=—sin - our TÉ<ÉO et  fi(o)=1, 
{ : P 


les deux fonctions f, et /: ne peuvent passer d’une valeur à une 
autre sans prendre toutes les valeurs intermédiaires et il n'en est 


pas de même de /,+ f:, puisque 
fi+fa=0 pour Z<O et fito)+fe(o) = 2. 


La somme de deux fonctions dérivées étant une fonction dérivée, 
il y a lieu, d’après la remarque précédente, d'énoncer comme une 
propriété nouvelle ce fait que la somme de deux fonctions dérivées 
ne peut passer d’une valeur à une autre sans passer par toutes les 
valeurs intermédiaires. On peut dire aussi que la différence de 
deux fonctions dérivées ne peut changer de signe sans s’annuler, 
ce qui, si l’on songe à la représentation géométrique, peut s’'énoncer 
ainsi : Deux fonctions dérivées ne peuvent se traverser sans se 
rencontrer. 

Voici un exemple de l'application de cette propriété. Soit (x) 
une fonction égale à la fonction @(x) (p. 97) quand 0 (x) n'est 
pas égale à x, et égale à o quand g(xæ)— x. Y(x),commeo(x),ne 
peut passer d’une valeur à une autre sans passer par loutes les 
valeurs intermédiaires, le premier théorème ne permet donc pas 
d'affirmer que L(x) n'est pas une fonction dérivée; mais, puisque 
(x) traverse la fonction continue x dans tout intervalle et ne la 
rencontre cependant que pour æ—0o, la deuxième propriété 
montre que (x) n’est pas une dérivée. 

Avant de rechercher si la fonction w(x) est une dérivée, je vais 
montrer comment un cas particulier important du théorème de 
Scheeffer se déduit immédiatement du théorème de Darboux. 

Supposons que la dérivée d’une fonction f(æ) soittouJours bien 
déterminée en grandeur et signe (on ne suppose pas qu'elle soit 
finie), alors si elle n’est pas toujours égale à un nombre donné A, 
l’ensemble des valeurs de x pour lesquelles f(x) est différent de À 
a la puissance du continu. En effet, ou bien /'(xr) est constante et 
la propriété est démontrée, ou bien f'(x) prend deux valeurs B 
et C, et alors elle prend aussi toutes les valeurs comprises entre B 
et C qui sont toutes, sauf une peut-être, différentes de À. L’en- 
semble de ces valeurs de f(x) différentes de À ayant la puissance 


L'INTÉGRATION DÉFINIE A L'AIDE DES FONCTIONS PRIMITIVES. 99 


du continu, il en est de même de l’ensemble des valeurs de x 
correspondantes. 

Ceci posé, si f(x) a toujours une dérivée, et si cette dérivée est 
nulle, sauf peut-être pour un ensemble dénombrable de valeurs 
de x, on peut affirmer qu’elle est toujours nulle. C’est le théorème 
de Scheeffer, dans un cas particulier. 

Revenons à la fonction o(x). Est-elle une dérivée? Les deux 
théorèmes précédents ne semblent pas fournir facilement une 
réponse à celte question. Une première méthode consiste dans 
l’application d’un théorème démontré précédemment; une fonction 
dérivée bornée a le même maximum que l’on néglige ou non les 
ensembles de mesure nulle (1). Il n’est pas difficile de démontrer 
que o(x) n’est différente de zéro que pour un ensemble de valeurs 
de x de mesure nulle (voir p. 118), (x) n’est donc pas une 
fonclion dérivée. 

Ce résultat peut être obtenu d’une tout autre manière. Une 
dérivée ne peut pas être discontinue en tout point, et o(x) est 
discontinue en tout point. 

Cette propriété des fonctions dérivées résulte d’un théorème dû 
à M. R. Baire. f'{x) est la limite, pour À —0o, de la fonction 
r[f(x), æ, æ + A] continue en + quand k est constant; c’est donc 
une fonction de première classe, c'est-à-dire une fonction limite 
de fonctions continues. Or M. Baire a démontré que si l’on consi- 
dère une fonction de classe un sur un ensemble parfait quelconque, 
il existe des points où elle est continue sur cet ensemble parfait; 
c'est ce qu'on exprime en disant qu’elle est ponctuellement 
discontinue sur tout ensemble parfait (?). 


IT. — L'intégrale déduite des fonctions primitives. 


Dans beaucoup de cas nous savons, sans le secours de l’inté- 
gration, reconnaître si une fonction donnée est une dérivée et nous 
pouvons aussi espérer trouver sans intégration la fonction primi- 





(') Je rappelle que ce thévrème a été obtenu saus l'emploi de Fintégration. 
(?) I serait plus exact de dire qu'une fonction de classe un est soit continue, 
soit tout au plus ponctuellement discontinue sur chaque ensemble parfait et 
qu'elle est effectivement ponctuellement discontinue sur certains ensembles parfaits. 
Nous démontrerons cette proposition et sa réciproque au Chapitre X. 
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tive d’une dérivée donnée. Précédemment, nous résolvions ces 
questions en nous servant de l'intégrale définie; on peut se 
demander si, inversement, nous ne pourrions pas délinir l'intégrale 
à l’aide des fonctions primitives. C’est la méthode de Duhamel et 
Serret (!). Pour ces Auteurs une fonction f(x) a une intégrale 
dans (a, b) lorsqu'elle admet dans (a, b) une fonction primu- 
tive B(x). Cette intégrale 1 est, par définition, 


FE f(r)dz = F(b)—#F(a). 


Cette définition n’est pas équivalente à la définition de Riemann. 
D'une part, il existe, nous le savons, des fonctions intégrables, au 
sens de Riemann, qui ne sont pas des fonctions dérivées; d'autre 
part, il existe, comme nous allons voir, des fonctions dérivées non 
intégrables au sens de Riemann. 

Le premier exemple de telles fonctions est dû à M. Volterra 
(Giornale de Battaglini, 1881); voici comment on l’obtient : 

Soit E un ensemble parfait non dense qui ne soit pas un groupe 
intégrable (p. 43). Soit (a, b) un intervalle contigu à E, consi- 
dérons la fonction 





c(æ, a)={(x— a}sin 7 


sa dérivée s’annule une infinité de fois entre a et bd, soit a + c la 


plus grande valeur de x non supérieure à qui annule ”. 





Ceci posé, nous définissons une fonction F(x) par les conditions 
suivantes : elle est nulle aux points de E; dans tout intervalle (a, b) 
contigu à E, elle est égale à g(x, a) de a à ac; de a + c à 
be, la fonction F est constante et égale à g(a+c,a); de b— ec 
à b, Fest égale à — o(x, d). 

Cette fonction F(x) est évidemment continue. Elle a une 
dérivée; ceci est évident pour les points qui n’apparuennent pas 
à É; soit >, un point de E, le rapport r[F(Z), æo, To + h] est nul 
si Zoe + À est point de E. Si x,+- A n'est pas point de E, 1l appar- 





(!) En réalité, Duhamel et Serret ne considéraient guère que des fonctions 
continues. Pour ces fonctions, d'après ce qui précède, leur définition est équiva- 
lente à celle de Cauchy; il n’y a plus alors que des différences d'exposition. 
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tient à un intervalle contigu à E, soit « celle des extrémités de cet 
intervalle qui est dans (0, x9+ À); on a évidemment 


(&o+ kÀ— ax) 


LEP CE) ému + 11 = [ED A ei 


donc F(x) a une dérivée nulle en tous les points de E. 


# 2 # nn! # . » « ï 0 
La dérivée F’ de F est bornée, car la dérivée de z° sin =: qui est 


nulle pour x = o, et qui, pour x différent de zéro, est égale à 
ed I 
2Æ SIN — — COS — 5 
ÿ TX “A 


est bornée. Cependant cette dérivée F’ n’est pas intégrable, au sens 
de Riemann, car en tous les points de E le maximum de F’ est +1 
et son minimum est —1, puisqu'il en est ainsi au point æ = a 
pour la fonction &' (x, a); or E, par hypothèse, n’est pas un groupe 
intégrable. 

Par une application convenable du principe de la condensation 
dés singularités, on obtient une fonction dérivée qui n’est inté- 
grable dans aucun intervalle si petit qu’il soit (1). 

La définition de Duhamel s’applique donc à des fonctions bornées 
auxquelles ne s'applique pas la définition de Riemann; de plus, 
la définition de Duhamel s'applique à des fonctions non bornées, 
car il existe des dérivées non bornées, mais toujours finies, la 


, : I 
dérivée de x? sin Ts? Par exemple. 


À la définition de Duhamel et Serret on peut appliquer la géné- 
ralisation employée par Cauchy et Dirichlet. Je ne m'occuperai pas 
de cette généralisation ni, pour le moment du moins, de la sui- 
vante, qui contient comme cas particulier la définition dé Riemann 
et celle de Duhamel pour les fonctions bornées : Une fonction 
bornée f(x) est dite sommable, s'il existe une fonction à 
nombres dérivés bornés F(x) telle que F(x) admette f(x) pour 
dérivée, sauf pour un ensemble de valeurs de x de mesure 


EEE Ep 


(*} M. Kôpke a construit des fonctions dérivables à dérivées bornées s’annulant 
dans tout intervalle. Ces dérivées ne sont évidemment pas intégrables. 
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nulle. L'intégrale dans (a, b) est alors, par définition, 
F(b)ÿ—F(a)('). 

Adoptons sans généralisation la définition de Duhamel et Serret. 
L'intégrale de Duhamel (intégrale D) jouit de certaines des pro- 
priétés de l'intégrale de Riemann. 


On a 


La somme de deux fonctions intégrables D est intégrable D 
et a pour intégrale la somme des intégrales; mais le produit 
de deux fonctions intégrables D n’est pas nécessairement inté- 
grable D (2). 

Une série uniformément convergente de fonctions intégrables D 
est une fonction intégrable D et l'intégration peut être effectuée 
terme à terme; c'est la proposition de la page g2. De celle de la 
page 93 on déduit que si des fonctions intégrables D, f(x), 
tendent en croissant vers une fonction intégrable D, f(x), l’inté- 
grale de fn tend vers celle de f, en croissant s’il s’agit d'un inter- 
valle d'intégration positif. 

La proposition analogue pour les intégrales de Riemann est 
vraie. Nous en calquerons la démonstration sur celle de la page 93. 

Conservons les notations de cette page 93. f, Ui, Ua, ..., sont 
maintenant des fonctions intégrables positives. #, ER Ê ES . sont 
celles de leurs intégrales indéfinies qui s’annulent pour l'origine a 
de l'intervalle considéré. 

On a évidemment /2s,, d’où #2S,, et puisque les S, croissent 
la série des Ü est convergente. L'accroissement de 4", dans un 
intervalle positif quelconque, est au moins égal à celui de $,, donc 
à celui de F; F est à nombres dérivés bornés. Pour montrer que 
°— %, il suffit de montrer que ces deux fonctions ont même 
dérivée partout, sauf pour un ensemble de valeurs de x de mesure 





(!j Comparez avec la page go, où, dés que que f est donnée, on sait en quels 
points on n'a pas nécessairement F'(x} = f(x); ici, au contraire, on ne le sait 
pas. 

Les diflérentes fonctions F(z) correspondant à une même fonction f(x) ne 
diffèrent que par une constante additive. 

Nous retrouverons ces fonctions sommables bornées aux Chapitres suivants. 


(°) Par exemple le produit 2 (x sin =) n'est pas intégrable D. 
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nulle. En tout point où f, u,, u2, ... sont toutes continues, #, 
U,, U>, ... ont des dérivées et le raisonnement de la page 94 
montre qu'en ces points F a même dérivée que #. Mais les points 
où f n’est pas continue forment un ensemble de mesure nulle E(f), 
les points de discontinuité de u; forment l’ensemble de mesure 
nulle E(w;); la réunion de tous ces ensembles donne un ensemble 
de mesure nulle E. Et l’on a F— #”, sauf peut-être aux points de E. 
De là se déduit le théorème : 


Lorsque des fonctions intégrables f, tendènt en croissant 
vers une fonction intégrable f, l'intègrale de f, tend vers celle 


de f (*). 


Nous devons nous demander maintenant quels services peuvent 
rendre les intégrales au sens de Duhamel et Serret. 

Ces intégrales ne peuvent rendre aucun service dans la recherche 
des fonctions primitives, puisqu'elles supposent cette recherche 
effectuée, mais les intégrales au sens de Riemann servent surtout 
à calculer les limites de somme. 

Le raisonnement de la page 84 montre qu’une intégrale D est 
une limile de somme; on peut donc espérer se servir de ces inté- 
grales pour le calcul des limites de somme. Nous avons vu (p.66) 
que cela était effectivement possible, puisqu'il a été démontré que 


la longueur d’une courbe était l'intégrale D de /z'?+y 24327, 
toues les fois que cette intégrale existe (?). 

De nouvelles études sur l’intégrale sont cependant nécessaires, 
car nous n'avons pas encore résolu le problème de la recherche 
des fonctions primitives; d’ailleurs, pour le calcul de la longueur 





(!) On peut remarquer que cette propriété reste vraie s’il s’agit des fonctions 
dites sommables, qui sont intégrables d'après la généralisation indiquée page 101. 

(*} Je ne puis que signaler une autre application des intégrales D : lorsqu'une 
fonction dérivée bornée admet un développement trigonométrique, les coefficients 
de ce développement sont donnés par les formules connues d’Euler et Fourier, 
les intégrales qui figurent dans ces formules étant des intégrales D. 

Il existe effectivement des fonctions dérivées bornées, non intégrables au sens 
de Riemann, qui admettent un développement trigonométrique. Pour la démons- 
tration de ces propriétés, on pourra se reporter à un Mémoire Sur les séries 
trigonométriques que j'ai publié dans les Annales de l'École Normale (no- 
vembre 19035). 
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d’une courbe ayant des tangentes, l’une et l’autre intégration sont 
insuffisantes (!). 

J'ajoute encore que si les deux intégrations que nous avons 
étudiées paraissent en général suffisantes, cela tient uniquement 
à ce que, presque loujours, on se restreint de part pris à la consi- 
dération des fonctions continues, et même souvent à la considéra- 
tion des fonctions analytiques. 


ds FE at 
(!) Hest facile de voir que V 1 + [ (2° sin :) ] n'est pas une dérivée exacte. 


Partant de là, on démontrera sans peine que la quantité ÿi+ K'{(æ})',où F est 
la fonction à dérivée non intégrable de M. Volterra, n’est intégrable ni au sens 
de Riemann, ni au sens de Duhamel. | 

La courbe y = F(z) ne peut donc être rectifiée ni par l'une, ni par l’autre des 
deux méthodes employées. 

Pour l'application indiquéé dans la Note précédente, les deux intégrations sont 
aussi insuffisantes, comme on le voit en considérant la somme d’une dérivée non 
intégrable représentable trigonométriquement, et d'une fonction non dérivée 
représentable trigonométriquement. 


— D @ e——— 
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L'INTÉGRALE DÉFINIE DES FONCTIONS SOMMABLES. 


I. — Le problème d’intégration. 


Les applications classiques de l’intégration des fonctions conti- 
nues, les applications faites précédemment de l'intégration au sens 
de Riemann ou au sens de Duhamel et Serret, suffisent pour 
mettre en évidence le rôle de certaines propriétés simples, con- 
séquences de toutes les définitions de l'intégrale déjà étudiées, et 
pour convaincre que ces propriétés doivent nécessairement appar- 
tenir à l'intégrale, si l’on veut qu'il y ait quelque analogie entre 
cette intégrale et l’intégrale des fonctions continues. 

C'est pourquoi nous nous proposons d’attacher à toute fonc- 
tion bornée (!) f(x), définie dans un intervalle fini (a, b), 


b 
positif, négatif ou nul, un nombre fini, [ f(x)dzx, que nous 
a 


appelons l'intégrale de f(x) dans (a, b) et qui satisfait aux 
conditions suivantes : 


1. Quels que soient a, b,h,on a 


b+h 


& 
f f(æ) de = fl — h) ds 


a+ 


2. Quels que soient a,b,c,ona 


[red [Ft de + [yte) dx —"0'; 


L'Ueesenéee [rade f o(x)dx; 


(t} Le mot bornée est nécessaire si l’on veut que l’intégrale soit toujours nie. 
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4. Sil'onafzoe b>a,on a aussi 


b 
‘a f(x) dx Zo; 


1 
f 1 X dx = 1; 
“0 


6. Si, quand l'indice n croît, f(x) tend en croissant 
vers f(x), l'intégrale de f,(x) tend vers celle de f(x). 


5. Ona 


La significatiôn, la nécessité et les conséquences des cinq pre- 
nuères conditions de ce problème d'intégration sont à peu près 
évidentes; nous ne nous y étendrons pas. 

La condition 6 a une place à part. Elle n’a ni le même caractère 
de simplicité que les cinq premières, ni le même caractère de 
nécessité (t}. De plus, tandis qu'il est facile de construire des 
nombres satisfaisant à quatre quelconques des cinq premières 
conditions, sans satisfaire à toutes les cinq, ce qui montre que ces 
cinq conditions sont indépendantes, on ne sait pas si les six condi- 
tions du problème d'intégration sont indépendantes ou non (?). 

En énonçant les six conditions du problème d'intégration, nous 
définissons l'intégrale. Cette définition appartient à la classe de 
celles que l’on peut appeler descriptives; dans ces définitions, on 
énonce des propriétés caractéristiques de l'être que l'on veut 
définir. Dans les définitions constructives, on énonce quelles 





(*} Elle paraît si peu nécessaire qu'elle est généralement inconnue, même pour 
le cas où f et f, sont intégrables au sens de Riemann ou mêmes continues. Il 
se pourrail d'ailleurs que certaines de ses conséquences aient, au contraire, un 
très grand caractère de nécessité. C’est pour préparer l'introduction de cette 
condition 6 que je me suis occupé aux pages 94 et 103 de l'intégration et de la 
recherche de la fonction primitive de la limite d'une suite croissante de fonc- 
tions. 

(*) La réponse à cette question importe peu pour les applications, mais elle 
présente un intérêt au point de vue des principes. S'il était démontré que cette 
sixième condition est indépendante des cinq autres, il y aurait lieu de chercher 
à la remplacer par une sixième plus simple et surtout de rechercher si, parmi les 
systèmes de nombres qui satisfont seulement aux cinq premières conditions, il 
n'y en à pas d'aussi utiles que celui qui va être étudié. 

Peu de temps avant cette seconde édition, M. St. Banach a étudié la question 
qui avait été ainsi posée dans la première édition, et a conclu à l'indépendance 
des six conditions du problème d'intégration (Fund. Math, t. IV), 


te hi 
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opérations 1] faut faire pour obtenir l’être que l’on veut définir. 
Ce sont les définitions constructives qui sont le plus souvent 
employées en Analyse; cependant on se sert parfois de définitions 
descriptives (*); la définition de l'intégrale, d’après Riemann, est 
constructive, la définition des fonctions primitives est descriptive. 

Lorsque l’on a énoncé une définition constructive, il faut démon- 
trer que les opérations indiquées ‘dans cette définition sont 
possibles ; une définition descriptive est aussi assujettie à certaines 
conditions : il faut que les conditions énoncées soient compa- 
ubles (2). Le procédé jusqu'ici toujours employé pour démontrer 
que des conditions sont compatibles est le suivant : on choisit dans 
une classe d’êtres antérieurement définis des êlres jouissant de 
toutes les propriétés énoncées. Gette classe d’êtres est générale- 
ment la classe des nombres entiers (*); on admet que la défini- 
tion descriptive de ces nombres ne contient pas de contradiction. 

Il faut aussi étudier la nature de l’indétermination des êtres que 
l’on vient de définir. Supposons, par exemple, que l’on ait démontré 
l'impossibilité de l'existence de deux classes différentes d'êtres 


(:) L'emploi de ces définitions descriptives est indispensable pour les premiers 
‘termes d’une science quand on ‘veut construire cette science d’une façon pure- 
ment logique et abstraite. Voir la Thèse de M. J. Drach (Annales de L'École 
Normale, 1898) et le Mémoire de M. Hilbert sur les fondements de la Géométrie 
(Annales de l'École Normale, 1900). La définition est dite alors axiomatique, 
parce qu'elle énumère les axiomes nécessaires. Elle se suffit ainsi à elle-même et 
forme un tout complet. 

Au contraire, les définitions descriptives posées au cours du développement 
d'une théorie, la définition de l'intégrale par exemple, ne prétendent pas énu- 
mérer tous les axiomes sur lesquels elles s'appuient; elles ne forment pas un 
tout complet et ne sauraient être isolées de l’exposé du reste de la théorie, 

(2?) C'est-à-dire qu'aucune de leurs conséquences ne soit de la forme : A est 
non A. Il y a lieu aussi, comme je l'ai déjà dit, de rechercher si les conditions 
sont indépendantes. 

(3) Voir le Mémoire déjà cité de M. Hilbert. C'est parce que l’on peut démon- 
trer la compatibilité des conditions énoncées dans les définitions descriptives des 
premiers termes de la Géométrie à l’aide du système des nombres entiers qu’il 
est légitime de dire que la Géométrie peut être tout entière construite à partir 
de l'idée de nombre. Au point de vue de l'arithmétisation de la science, l'intérêt 
principal de la définition précise de l'intégrale, telle que la posée Cauchy, c’est 
qu'elle ramène les diverses notions de grandeur qui interviennent en géométrie 
(aire, volume, longueur des courbes, etc.) à celle de la longueur d'un segment, 
c'est-à-dire de différence de deux nombres. Cette définition de Cauchy parachève 
l’œuvre de Descartes qui, par l'emploi de coordonnées, ramenait toutes les 
géométries à celle de la droite. 
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satisfaisant aux conditions indiquées, et que, de plus, on ait 
démontré la compatibilité de ces conditions en choisissant une 
classe d’êtres y satisfaisant ; cette classe d’êtres sera la seule définie, 
de sorte que la définition constructive qui a servi à effectuer le 
choix est exactement équivalente à la définition descriptive donnée. 

Nous allons rechercher une définition constructive équivalente 
à la définition descriptive de l'intégrale (!). 

On démontrera d’abord sans peine en s’appuyant sur les condi- 
tions 3 et 4 que l’on a la condition S 


b b 
(S) f kfCæ) de = k [ f(x) dx, 


lorsque À est une constante. Ceci posé, soit f(x) une foncuon 
quelconque, nous désignerons par E[x < f(x) << 6] l’ensemble 
des valeurs de x pourlesquelleson ax << f(x) <B,parE[/f(x) = «| 
l'ensemble des valeurs de x pour lesquelles on a f(x) = «; et nous 
emploierons d’autres notations analogues. 

Soit (/, L) un intervalle positif contenant à son intérieur l'inter- 
valle de variation de f(x) (*); partageons cet intervalle en inter- 
valles partiels à l’aide des nombres 


lo = LL <l<...<ln= 4, 


supposons que l:,, — l; ne soit jamais supérieur à &. 

Désignons par d:(1—0, 1, 2,...,n) la fonction égale à 1 
quand æ appartient à E[f(x)= 4], ou à E[Z< f(x) < di,1], 
et nulle pour les autres points; désignons par W;(1—0,1,...,n) 
la fonction égale à 1 quand x appartient à E[ 5, << f(x) << 4],ou 
à Ef[/ (x) = {:) et nulle pour les autres points. On a évidemment 


in in 


a) = ha) fr) LL Wie) = D(x). 


Ê—=90 iQ 


(:) En se plaçant au même point de vue, on peut dire que les travaux exposés 
dans cet Ouvrage ont pour but principal la recherche d'une définilion construc- 
tive équivalente à la définition descriptive des fonctions primitives, 

(?) En d’autres termes, les limites inférieure et supérieure de f(x) sont com- 
prises entre { et L mais non égales à (2, L); avec les notations du texte, il n’y 
aurait ici rien à changer si £ et L étaient égales aux limites de f(x); mais, à 
d'autres moments, nous aurions à prendre quelques précautions pour les valeurs 
extrêmes des indices à faire figurer dans les sommations. Ici, on pourrait n'étendre 
la première sommation que de o à n —;r et le second de 1 à n. 
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Lorsque nous saurons intégrer les fonctions 4 qui ne prennent 
que les valeurs o et r, nous en déduirons, grâce aux conditions 3 
et S, les intégrales des (x) et (x), lesquelles comprennent l’in- 
tégrale de f(x) (conditions 3, 4) (!). 

De plus, (x) et D(zx) différent de f(x) de € au plus, donc 
tendent uniformément vers f(x) quand € tend vers zéro; il est 
facile d'en conclure que leurs intégrales tendent vers celle de f(x). 

En effet, si les limites inférieure et supérieure de g(x) sont m 


b | 
et M, d’après 3 et 4, f g(x)dzæ est comprise entre 


b b 6 b 
f mas = m f dx et f Mdæ=M f dx ; 
a a a a 


faisons maintenant 


g(æ) = f(x) — ?(x), 
e2M2m20, 


On a 


| b 
donc l'intégrale de g(x) est inférieure en module à ef dx, quan- 


tilé qui tend vers zéro avec €. 

Pour savoir calculer l'intégrale d'une fonction quelconque, 
il'suffit de savoir calculer les intégrales des fonctions 4 qui ne 
prennent que les valeurs 0 et 1. 

Il faut remarquer que nous avoñs démontré incidemment la pos- 
sibilité d'intégrer terme à terme les séries uniformément conver- 
gentes, si le problème d’intégration est possible. 


La quantité f %e qui figure dans la démonstration précédente 
+“ a 
se calcule facilement; en se servant de 1, de 2 et de 5, on voit 
qu’elle est égale à b — a. 

Si la fonction J{æ) est comprise entre / et L, son intégrale 
dans (a, b) est comprise entre /(b — a) et L(b — a); c’est le théo- 
rème de la moyenne. 

Si nous appliquons ce théorème après avoir décomposé { a, b) 


b 
en intervalles partiels, nous trouvons que f J{x)dx est comprise 
LC 


entre les sommes qui servent à définir les intégrales par défaut et 





(1) On suppose ici, pour quelques instants, le problème d'intégration possible. 


[10 CHAPITRE VII. 


par excès; l'intégrale est donc comprise entre les intégrales par 
défaut et par excès. En particulier, si le problème d'intégration 
est possible pour les fonctions intégrables au sens de Riemann, il 
n'admet pas, pour ces fonctions, d'autre solution que l'intégrale de 
Riemann. 


II. — La mesure des ensembles. 


Occupons-nous maintenant des fonctions qui ne prennent que 
les valeurs o et 1. Une telle fonction est entièrement définie par 
l’ensemble E[ÿ(x) —1] des valeurs où elle est différente de 0; 
l'intégrale d'une telle fonction, dans un intervalle positif, est un 
nombre positif ou nul qu’on peut considérer comme attaché à la 
partie de l’ensemble E[4(x) —1] comprise dans l'intervalle d’in- 
tégration. Si l’on traduit en langage géométrique les conditions 
du problème d'intégration des fonctions 4, on a un nouveau pro- 
blème, le problème de la mesure des ensembles. 

Pour l'énoncer, je rappelle que deux ensembles de points sur 
une droite sont dits égaux si, par le déplacement de l’un d’eux, on 
peut les faire coïncider, qu’un ensemble E est dit {a somme des 
ensembles e si tout point de E appartient à l’un au moins des e (!). 
Voici la question à résoudre : 


Nous nous proposons d’attacher à chaque ensemble E borné, 
formé de points de ox, un nombre positif ou nul, m(E), que 
nous appelons la mesure de E et qui satisfait aux conditions 
suivantes : 


\'. Deux ensembles égaux ont même mesure; 

9. L'ensemble somme d’un nombre finit ou d’une tnfinité 
dénombrable d'ensembles, sans point commun deux à deux, 
a pour mesure la somme des mesures; 

3. La mesure de l'ensemble de tous les points de (0, 1)est 1. 


La condition 3' remplace la condition ÿ ; la condition 2’ provient 
de l'application des conditions 3 et 6 à la série 
Yi dis... 


dans laquelle tous les termes et la somme sont des fonctions Y; 
© 


(*) Avec notre définition, les e peuvent donc avoir des points communs. 
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quant à la condition 1’ c’est la condition {. Une explication est 
cependant nécessaire; il y a deux espèces d’ensembles égaux : 
ceux que l’on peut faire coïncider par un glissement de ox et ceux 
que l’on peut faire coïncider par une rotation de x autour d’un 
point de ox; e’est aux premiers seulement que s'applique la con- 
dition 4”. Je n’ai pas mis cette restriction dans l'énoncé parce que, 
dans les raisonnements suivants, on peut s’astreindre à ne pas 
employer d’autres déplacements que des glissements et cependant 
on obtiendra toujours pour deux ensembles égaux de l’une ou 
l'autre manière des mesures égales (1). 

Une conséquence simple des conditions 1’, 2', 3° est que tout 
intervalle positif (&, b) a pour mesure sa longueur b — a, que les 
extrémités fassent ou non partie de l'intervalle (?). 

Si l’on se reporte au Chapitre III, on voit immédiatement que, 
si le problème de la mesure est possible, on a 


e(E)£m(E)£ee(E); 


pour les ensembles mesurables J, le problème de la mesure est 
possible au plus d’une manière et la mesure est l’étendue au sens 
de Jordan. 

Soit maintenant un ensemble quelconque E, nous pouvons 
enfermer ses points dans un nombre fini ou une infinité dénom- 
brable d’intervalles non empiétants; la mesure de l’ensemble des 
points de ces intervalles est, d’après 2’, la somme des longueurs 
des intervalles; cette somme est une limite supérieure dela mesure 
de E. L'ensemble de ces sommes a une limite inférieure m.(E), 





(t) Toutes les conditions du problème d'intégration pour les fonctions 4 sont 
exprimées; mais on pourrait craindre que cela ne suffise pas pour que les inté- 
grales des fonctions quelconques, qui sont déterminées dès que les intégrales des 
fonctions 4 le sont, satisfassent aussi à ces conditions. Ce qui suit montre que 
ces craintes ne sont pas justifiées. 

On pourrait le démontrer dès à présent, sans se servir de la valeur de l’inté- 
grale des fonctions 4, et l’on pourrait aussi démontrer que, si l’on supprime les 
mots ou d’une infinité dénombrable dans 2’, on a un nouveau problème de la 
mesure qui correspond complètement au problème d'intégration posé avec les 


conditions 1, 2, 3, 4, 5 sans la condition 6. 
b 


(?} Ceci a été déjà exprimé par légalité dx = b—a. 
a 
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la mesure extérieure de E, et l’on a évidemment 


m(E)< me(E)£ee(E). 


Soit Cg(E) le complémentaire de E par rapport à AB, c’est- 
à-dire l’ensemble des points ne faisant pas partie de E et faisant 
partie d’un segment AB de ox contenant E. On doit avoir 

m(E) + m[Ca(E)] = m(AB), 
donc 
m(E) = m(AB)— m[Cas(E)|2 m(AB)— me[Cas(E)]; 
la limite inférieure ainsi trouvée pour m(E), limite qui est néces- 
sairement positive ou nulle, s’appelle la mesure intérieure de E, 
mi(E); elle est évidemment supérieure ou au moins égale à 
l'étendue intérieure de E. 

Pour comparer les deux nombres me, m;, nous nous servirons 

d'un théorème dû à M. Borel : 


Sil'on a une famille d'intervalles À tels que tout point d'un 
intervalle (a, b),y compris aetb,soitintérieur (') à l’un au moins 
des À, il existe une famille formée d’un nombre fini des inter- 
valles À et qui jouit de la méme propriété [tout point de (a, b) 
est intérieur à l’un d'eux |. 


Soit (æ, B) l’un des intervalles À contenant @&, la propriété à 
démontrer est évidente pour l'intervalle (a, x), si æ est compris 
entre æ et B; je veux dire que cet intervalle peut être couvert à 
l’aide d’un nombre fini d’intervalles À, ce que j'exprime en disant 
que le point x est atteint. Il faut démontrer que est atteint. S1 x 
est atteint, tous les points de (a, x) le sont; si x n’est pas atteint, 
aucun des points de (x, b) ne l’est. Il ÿ a donc, si b n’est pas atteint, 
un premier point non atteint, ou un dernier point atteint; Soil æo 
ce point. Îl est intérieur à un intervalle À, (œ«, B:). Soient x; un 
point de (æ1, Zo), Tr un point de (%o, Bi); #, est atteint par hypo- 
thèse, les intervalles À en nombre fini qui servent à l’atteindre, 
plus l'intervalle (æ,, B,), permettent d'atteindre 2, °> 2%; x, n'est 
donc ni le dernier point atteint, ni le premier non atteint; donc 6 
est atteint (?). 
| 


(:) Intérieur étant pris au sens étroit qui exclut les extrémités. 
(©) M. Borel à donné, dans sa Thèse et dans ses Leçons sur la théorie des 
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Du théorème de M. Borel il résulte que si l’on a couvert tout 
unintervalle (a, b) à l’aide d’une infinité dénombrable d'’in- 
tervalles À, la somme des longueurs de ces intervalles est au 
moins égale à la longueur de l'intervalle (a, b) (1). En effet, 
on peut aussi couvrir (&, b) à l’aide d’un nombre fini des inter- 
valles À ct le théorème, étant évidemment vrai quand on ne consi- 
dère que ces intervalles en nombre fini, l’est & fortiori quand on 
considère tous les intervalles A. 

Reprenons maintenant l’ensemble E et son complémentaire 
Cie (E). Enfermons le premier dans une infinité dénombrable d’ir.- 
tervalles &, le second dans les intervalles B, on a 


m(x)+m($)2m(AB), 
puisque AB est couvert par les intervalles & et 6. De là, on déduit 


me(E) : mel Cag(E)} 2 m(AB), 
me(E) 2 m(AB) — mel Gas(E)], 
me(E) 2 mi(E). 








fonctions, deux démonstrations de ce théorème. Ces démonstrations supposent 
essentiellement que l’ensemble des intervalles À est dénombrable: cela suffit 
dans quelques applications, il y a cependant intérêt à démontrer le théorème 
du texte. Par exemple, pour les applicalions que j'ai faites, dans ma Thèse, du 
théorème de M. Borel, il était nécessaire qu'il soit démontré pour un ensemble 
d'intervalles À ayant la puissance du continu. 

On a déduit du théorème, tel qu'il est énoncé dans le texte, une jolie démons- 
tration de l’uniformité de la continuité. 

Soit f(&) une fonction continue en tous les points de (a, b), y compris a 
et b; chaque point de (a, b} est, par définition, intérieur à un intervalle À dans 
lequel l’oscillation de f(x) est inférieure à e. À l’aide d'un nombre fini d’entre 
eux, On peut couvrir (a, b); soit / la longneur du plus petit intervalle A employé, 
dans tout intervalle de longueur / ’oscillation de f est au plus 2e, car un tel 
intervalle empiète sur deux intervalles À au plus; la continuité est uniforme. 

Cette application du théorème complété fait bien comprendre, il me semble, 
tout l’usage qu’on en peut faire dans la théorie des fonctions. Depuis l’époque où 
paraissait la première édition de ce livre le théorème de M. Borel a été très 
étudié; il a donné lieu à des attributions de priorité qui ne m'ont paru en rien 
justifiées comme j'ai eu l’occasion de le dire au cours d’une analyse de l'Ouvrage 
de M. et M®° Young, cité p. 37 (Bull. des Sc. math, 1907). Pour les rapports 
entre la démonstration du texte et Ia première démonstration de M. Borel, voir 
la Note finale. 

(1) Si, comme je le suppose dans la démonstration, on admet que tout point 
de (a, b) est intérieur à l’un des A, on peut remplacer au moins égale par 
supérieure. 
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La mesure intérieure n’est jamais supérieure à la mesure exté- 
rieure. 

Les ensembles dont les deux mesures extérieure et intérieure 
sont égales sont dits mesurables et leur mesure est la valeur com- 
mune des m,. et m; (!}. Il reste à rechercher si cette mesure satis- 
fait bien aux conditions 4', 2’, 3/. Cela est évident pour 1’ et 37, 
reste à étudier la condition 2’ (2). Au cours de notre vérification 
nous utiliserons ce fait évident que la partie (E, I) d’un ensemble E, 
qui est contenue dans un intervalle [, est certainement mesurable 
toutes Les fois que E est mesurable. 

Soient E,, E:,... des ensembles mesurables, en nombre fini 
ou dénombrable, n'ayant deux à deux aucun point commun, et 
soit E l’ensemble somme. 





(1) C'est seulement pour ces ensembles que nous étudierons le problème de 
la mesure. Je ne sais pas si l’on peut définir, ni même s’il existe d’autres ensembles 
que les ensembles mesurables; s’il en existe, ce qui est dit dans le texte ne suffit 
pas pour affirmer ni que le probléme de la mesure est possible, ni qu'il est 
impossible pour ces ensembles. Au sujet de la possibilité et de la détermination 
du problème de la mesure pour tous les ensembles, voir le travail de M. Banach, 
cité page 106. Quant à la question de l'existence d’ensembles non mesurables, elle 
n’a guère fait de progrès depuis la première édition de ce livre. Toutefois cette exis- 
tence est certaine pour ceux qui admettent un certain mode de raisonnement 
basé sur ce que l’on a appelé l’'axiome de Zermelo. Par ce raisonnement, on 
arrive en effet à cette conclusion : il existe des ensembles non mesurables; mais 
cette affirmation ne devrait pas être considérée comme contredite si l'on arrivait, 
à montrer que jamais aucun homme ne pourra nommer un ensemble non mesu- 
rable ! 

Sur ces questions, on pourra consulter la seconde édition des Leçons sur la 
théorie des fonctions de M. Émile Borel, 

(*) La définition géométrique de la mesure permet non seulement de comparer 
deux ensembles égaux, mais aussi deux ensembles semblables. Le rapport des 
mesures de deux ensembles semblables de rapport # est | Æ[. C'est une condition 
qu'on aurait pu s'imposer @ priori; il lui correspond pour le problème d'inté- 
gration la condition S, 


b 
b k 
(S.) J fiedz=kf f{kx) dx. 
F 


Les conditions S (p. 108) et S, constituent ce qu'on peut appeler la condi- 
tion de similitude, elles font connaitre ce que devient une intégrale par les 
transformations 

Æ, = À, ftz) = kf(x). 


Peut-être pourrait-on remplacer la condition 6 par des conditions de cette 
nature. 
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De la définition des ensembles mesurables, il résulte qu’on peut 
enfermer E; dans une infinité dénombrable d’intervalles +; et Caus(E)) 
dans des intervalles 8; de manière que la mesure des parties com- 
munes aux &; et ; soit égale à &;; les e; étant des nombres positifs 
choisis de manière que la série 2e; soit convergente et de somme. 

Soient æ,, GB, les parties des æ: et 6: qui sont contenues dans les 
intervalles B,; soient &,, 8, les parties des «3, B; qui sont conte- 
nues dans les Ê, et ainsi de suite. E; est enfermé dans &;.E est 
donc enfermé dans &,+& +...,sa mesure extérieure est donc 
au plus égale à la sommem(æ,) + m(a,)+ m(a)+...—=s; éva- 
luons cette somme, On a évidemment 


mia )+m(fñ)— m(AB) +:,, 
m(xs)+m(ñs)< m(Bi) +e, 
ma; )+m(f;) <m(fi jte (10), 


d’où, par addition, 


m(a)-+ mas) + mas) +...+ m(a;)Sm(AB) +++... +, 


et ceci suffit pour montrer que la série s est convergente; d’ailleurs 


on à 
m(E;)£m(a;)£Sm(x)<m(E;)+ ei, 


donc s est comprise entre Êm(E;) et £m(E;) + +. Cela donne 
me(E)<Em(E;). 


Le complémentaire de E, C;&(E), peut être enfermé dans 8’ ; 
or B: a, en commun avec «, + æ,+a, +..., les intervalles 
Ans + is +..., plus une partie des intervalles communs à &;, B:, 
une parlie de ceux communs à &, 8:,..., une partie de ceux 
communs à &;, G;, 6; a donc une mesure au plus égale à 


[mÇAB)—s]+e test... +He;+ m(oa,,) + mx.) +..., 


et, par suite, 
Me[ Car (E)] < m(AB) — m(XÆ;), 
c’est-à-dire 
m(AB ) — Mel Cas(E )| 2 ZE m(E;), 
ou 
mi(E)2ZEm(E;). 


Les limites inférieure et supérieure trouvées respectivement 
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pour mn.(E) et m;(E) montrentque ces deux quantités sont égales, 
l’ensemble E est donc mesurable et de mesure Zm(E;), la condi- 
tion 2’ est bien vérifiée. 

L'ensemble des ensembles mesurables contient l’ensemble des 
ensembles mesurables J, mais 1l est beaucoup plus vaste, comme 
on va le voir. On peut, en effet, sans sortir de l’ensemble des 
ensembles mesurables, effectuer sur des ensembles mesurables les 
deux opérations suivantes : 


T. Faire la somme d’une infinité dénombrable d’ensembles ; 

Il. Prendre la partie commune à tous les ensembles d’une 
fannulle contenant un nombre finit ou une infinité dénombrable 
d’ensembles. 


Pour le démontrer, remarquons d’abord que la seconde opéra- 
üon ne diffère pas essentiellement de la première, car si E est la 
partie commune à E,, E,,..., C(E) est la somme de C(E,), 
C(E:), .... 1 suffit donc de s'occuper de la première; soit 


E —= E, -:+- EL, + E+.... 


Si E: est l’ensemble des points de E; ne faisant pas partie de 
E,+E;+...+E,; ,ona 
EE, : E+E;+..., 


les termes de la somme étant sans point commun deux à deux. Or, 
il est facile de voir que E, est mesurable; en effet, enfermons E, 
dans les intervalles &,, C(E,) dans les intervalles 6,, E, dans «:, 
C(E) dans 8, et soient &, et #2 les longueurs des parties com- 
munes aux &, et 5, d’une part, aux «, et B; d'autre part. Si «, 
et $, sont les parties des x: et 6; communes aux B,, E, peut être 
enfermé dans &, et C(E, ) dans «, + 6°, et les parties communes à 
ces deux systèmes d’intervalles ont une mesure au plus égale 
à €, He, donc E’, est mesurable. De là résulte que 


E, + FE, —= E, 2 FER 
est mesurable, donc que E’, parte de E; n’appartenant pas à l’en- 


semble mesurable E, + E,, est mesurable et ainsi de suite. Tous 
les E°: sont mesurables, E l’est (t). 


—— me 





(!) Si E, contient E,, on peut parler de leur différence E, —E,. Cette diffé- 
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Un intervalle étant un ensemble mesurable, en appliquant les 
opérations I et IT un nombre fini ou une infinité dénombrable de 
fois à partir d’intervalles, nous obtenons des ensembles mesurables : 
ce sont ceux-là que M. Borel avait nommés ensembles mesurables, 
appelons-les ensembles mesurables B. Ce sont les plus importants 
des ensembles mesurables; tandis que, pour un ensemble quel- 
conque, nous pouvons seulement affirmer l’existence des deux 
nombres me, m;, sans pouvoir dire quelle suite d'opérations il faut 
effectuer pour les calculer, il est facile d’avoir la mesure d’un 
ensemble mesurable B en suivant pas à pas la construction de cet 
ensemble. On se servira de la propriété 2’ toutes les fois qu'on 
utilisera l'opération 1; quand on se servira de l’opération 1F, on 
emploiera un théorème dont la démonstration est immédiate : 

La mesure de la partie commune à des ensembles E,, E,, ... 


est la limite de m(E;) si chaque ensemble E; contient tous ceux 


d'indice plus grand (1). 


Les ensembles fermés sont mesurables B parce qu'ils sont les 
complémentaires d’'ensembles formés des points intérieurs à un 





reuce est mesurable si E, et E, le sont, car elle est la partie commune à E et 
C(E;). 

(') M. Borel avait indiqué (note 1, p. 48 des Leçons sur la théorie des fonc- 
tions) les principes qui nous ont guidés daus la théorie de la mesure. Lorsque 
l’on cherche à construire des ensembles auxquels l’application de ces principes 
permet d’attacher une mesure, on est conduit de suite à la classe des ensembles 
mesurables B. Cette classe a, jusqu'ici, suffi pratiquement; le principal avantage 
qu'il y a à raisonner sur les ensembles mesurables et non sur les seuls ensembles 
mesurables B, ce n’est pas qu'on envisage ainsi une classe plus vaste d’ensembles, 
mais c'est qu'on part de la propriété capitale des ensembles auxquels on peut 
attacher une mesure et non d’un procédé de construction en perpétuel devenir. 
Aussi on a pu, comme on l’a vu plus haut, démontrer très simplement la compa- 
tibilité des conditions du problème de la mesure pour tous les ensembles mesu- 
rables, alors que cette démonstration n'avait pas été obtenue quand on s'était 
borné à la considération des ensembles mesurables B. 

Parmi les ensembles mesurables B, il semble que M. Borel n’ait tout d’abord 
considéré que ceux obtenus en effectuant seulement un nombre fini de fois les 
opérations I et IT; à la suite des rapprochements que j’ai faits entre les ensembles 
mesurables Bet les fonctions considérées par M. Baïre, l’usage s'est répandu 
d'adopter la définition du texte. Sur ces questions et sur l'existence d'ensembles 
non mesurables B, voir un Mémoire que j'ai publié dans le Journal de Mathé- 
maliques, en 1905, et le livre de M. de la Vallée Poussin, cité page 92. Pour les 
recherches les plus récentes, voir la collection des Fundamenta et un Mémoire 
de MM. Lusin et Sierpinski (Journ. de Math., 1923). 
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nombre fini ou à une infinité dénombrable d’intervalles, Soit E an 
tel ensemble, la mesure de son complémentaire est évidemment 
l'étendue intérieure de ce complémentaire, donc la mesure d'un 
ensemble fermé est sôn étendue extérieure. De là découle la pro- 
priété qui nous a servi : un ensemble fermé de mesure nulle est 
un groupe intégrable (p. 29). 

Comme application de ces considérations théoriques, calculons 
la mesure de l’ensemble E des points de (0,1) tels que la suite de 
leurs chiffres décimaux de rang impair soit périodique (p. 99). 
Soit 


Œj A» 3 


—— 


10 102 10 


1 





un tel nombre, écrivons-le 


(4) Œ; AG 


10?  10* 106 








LEZ YF — 


y est rationnel, l’ensemble des nombres y est dénombrable. A 
chaque nombre rationnel y correspond un ensemble de nombres + 
ayant même mesure que l'ensemble des nombres z dont les chiffres 
de rang impair sont nuls. Pour démontrer que E est mesurable 
et de mesure nulle, il suffit done de démontrer que l'ensemble 
des nombres 3 jouit de cette propriété. Or cet ensemble s’obtient 


- a I 
en enlevant de (o,1) lintervalle CE ) puis de (o, =) les 
10 In 





; y 1 I ; ° . Pr > ; 

intervalles ( = + —, [st , où p est un entier inférieur à 16, 
10? 105 10? 

P P 


puis de chaque intervalle restant (2 Le + =) les intervalles 


[0 10? 10 
: + I 
( P q j P q 








y et ainsi de suite. À chaque opé- 
10? 10+ 10$° 10? 10 )» q P 


ration nous enlevons les ÿ des intervalles qui restent. L'ensemble 


des = est donc mesurable B et de mesure nulle. 


III. — Les fonctions mesurables. 


Pour que les considérations précédentes nous permettent d'atta- 
cher une intégrale à une foncüon f(r), il faut que, si petit que 
soit €, nous puissions trouver les nombres /; (p. 108) tels que les 
fonctions L; correspondantes soient, ainsi que les fonctions W';, 
associées à des ensembles mesurables. Supposons que les ensembles 
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correspondant aux (; soient mesurables, et soient « et 8 deux 
nombres quelconques. A un nombre £ correspond un certain 
système de nombres /;; soient /, le plus petit de ceux qui sont com- 
pris entre « et 6, et {,,, le plus grand. L'ensemble 


ECbp= 1) + (You 1) +... + E(ÿosg= 1) = E(e) 


est mesurable; or quand on donne à € une suite de valeurs décrois- 
santes tendant vers zéro £,,€»,.,., ON a 


Efa < f(x) <B]= E(e)-+ E(es) +..., 
donc E[x << f(x) <B]| est mesurable. 


Nous dirons qu'une fonction bornée ou non est mesurable 
si, quels que soient à et F5, l’ensemble E[a < f(x) << B] est 
mesurable. Lorsqu'il en est ainsi, l’ensemble E[ f(x) — «] est 
aussi mesurable, car 1l est la partie commune aux ensembles 
Efx— A<f(x)< a+ Ah]quand h tend vers zéro. On verrait de 
même que, pour qu'une fonction soit mesurable, il faut et il suffit 
que l’ensemble E[a << f(x)] soit mesurable, quel que soit &; ou 
encore qu'il faut et qu'il suffit que les ensembles E[o <f(x)] soient 
mesurables. On verrait aussi que f(x) est mesurable si, et seule- 
ment si, pour chaque valeur de «, il existe un ensemble, que nous 
noterons E[a=£f(x), à «7 f(x)], contenu dans E[a£f(æ)] et con- 
tenant E[x << f(x)] qui soit mesurable. 

La somme de deux fonctions mesurables est une fonction 
mesurable. Soient les deux fonctions mesurables f, et f:; à tout 
nombre e faisons correspondre une division de leur intervalle de 
variation, fini ou non, à l’aide de nombres /;, tels que d;,1 — lisoit 
au plus égale à &, et considérons les ensembles E;; de valeurs de æ, 
tels que l’on ait à la fois 


<a), L< frite)  (hi+l;> a); 
F;; est mesurable comme partie commune à Ef[{; </j;l{x)]| et 
à Efl;< fi(x)]. 
La somme E(e) des ensembles E;; est mesurable, puisque chacun 
d'eux l’est ; et si l’on donne à € des valeurs e; tendant vers zéro, on a 


Efa< fi+ fe] = Es) +E(e)-..., 


donc f, + f, est une fonction mesurable. 
On démontrerait de même que l’on peut effectuer, sur des fonc- 
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tions mesurables, toutes les opérations dont il a été parlé au sujet 
des fonctions intégrables (p. 30) sans cesser d’obtenir des fonc- 
ions mesurables. Mais il y a plus : {a limite d'une suite conver- 
gente de fonctions mesurables est une fonction mesurable; if 
tend vers /, on obtient en effet un ensemble Ef[a£ f(x), « «7 f(x)], 
en faisant la somme des ensembles E,; E, étant la partie commune 
aux ensembles E[f,(xr)<< a], Ef[f,,,(æ) <a], ..., et tous ces 
ensembles sont mesurables si les fonctions f, sont mesurables. 

Appliquons ces résultats; les deux fonctions f — const., f — x 
sont évidemment mesurables, donc tout polynome est mesurable. 
Toute fonction limite de polynomes est aussi mesurable : donc, 
d’après un théorème de Weierstrass, loute fonclion continue est 
mesurable. Les fonctions discontinues limites de fonctions conti- 
nues, que M. Baire appelle fonctions de première classe, sont 
mesurables. Les fonctions qui ne sont pas de première classe et 
qui sont limites de fonctions de première classe (M. Baire les 
appelle fonctions de seconde classe) sont des fonctions mesu- 
rables. 

Remarquons encore que les fonctions ainsi formées de proche 
en proche sont mesurables B, c’est-à-dire que les ensembles qui 
leur correspondent sont mesurables B; ce sont ces fonctions que 
nous rencontrerons uniquement. 

On peut souvent démontrer qu’une fonction est mesurable en se 
servant de la propriété suivante : si, en faisant abstraction d’un 
ensemble de valeurs de x de mesure nulle, la fonction f(x) est 
contmue, elle est mesurable. Car les points limites de l’ensemble 
E[x<f(x)] qui ne font pas partie de cet ensemble font néces- 
sairement partie de l’ensemble de mesure nulle négligé, donc ils 
forment un ensemble de mesure nulle. L'ensemble E[a=£f(x)], 
étant fermé à un ensemble de mesure nulle près, est mesurable. 
On voit ainsi, en particulier, que toute fonction intégrable au sens 
de Riemann est mesurable ; on voit aussi que la fonction y(x) de 
Dirichlet, qui est non intégrable, est mesurable. 


IV. — Définition constructive de l'intégrale. 


Définissons maintenant l'intégrale d’une fonction mesurable 
bornée en supposant l'intervalle d'intégration (a, b) positif. Nous 
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savons que, s’il s’agit d’une fonction , cette intégrale est 
m[E(y= 1], 


et que, s’il s’agit d’une fonction f(x) quelconque, l'intégrale doit 
être Ja limite commune des intégrales de + et ® (p. 108) quand le 
maximum de l;,,—l;tend vers zéro. D'après les conditions du 
problème d'intégration, ces intégrales sont 


s= D U(miE(f(z)=4]}+m)Elti< f(x) <lim]}, 
2= © &(miElhi<f(a)<4]}+ mfE[f(a)=4]}). 


1 


Nous savons déjà que ces deux nombres diffèrent de moins de 
e(b — a) parce que ® — + estinférieure à e. Si nous faisons tendre 
£ vers zéro, en intercalant entre les /; de nouveaux nombres, alors 
a croît, À décroît, À — © tend vers zéro; donc s et Z ont une même 


limite. 
Soient 4, 215 Go, 223 ... les sommes obtenues par ce procédé; 
soient o,, 2; 9,, 2,; ... les sommes obtenues en faisant tendre 


e vers zéro d'une autre manière (!}); soient o,, 2, les sommes 
obtenues en réunissant les nombres /; donnant o,, À, et o', Z'; 
soient 9, 2, celles obtenues en réunissant les /; donnant o2, 2, 


f ; 


d', 2,; 0, 2, : et ainsi de suite. On a évidemment 
PUÉL ER 
’ W Q : 
GS S ES Zi; 


la seconde de ces inégalités montre que 6’ et Ë; ont la même limite 
que 9° et 2°, car nous savons que co; et À; ont une limite et que 
E— 9; tend vers zéro. La première montre que celte limite est 
aussi celle de o; et X,;. 

La valeur de la limite, c’est-à-dire de l'intégrale, est donc indé- 
pendante de la manière dont le maximum de l;,,— l; tend vers 
zéro. 


(:) Les Z, qui donnent &, et Z, ne contiennent pas nécessairement ceux qui 
ont donné Shi et DATE tandis que les /; donnant SCtE, contiennent les £, rela- 
tifs à o,_, et E,_.. 
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Nous complétons cette définition en posant 
b a 
“ f(x) dx —— f J{æx) dr. 
a hp 


[ reste à voir si l'intégrale satisfait bien aux conditions du pro- 
blème d'intégration (!). 

Débarrassons-nous tout d'abord des conditions 4, 2, 4,5. n’y 
a rien à dire pour cette dernière. La condition 4 résulte de ce 
que o, par exemple, est positif quand f est positive ou nulle. 

La condition 1 résulte, pour le cas d’un intervalle positif, de ce 


b 
que les sommes & formées pour les deux intégrales f f(x) dx, 
tn 


b—h 
f(x — h) dx, à l'aide des mêmes nombres /;, sontidentiques. 
&t+h 
Et de là on passe au cas d’un intervalle négatif. 


Pour vérifier la condition ® 1l suflit évidemment d'examiner le 


cas a <T © << b; alors si l’on se sert des mêmes /; pour calculer les 
ë 


ei 


[raz [ras [ras 


valeurs approchées 4%, 6°, «% des intégrales 


on a évidemment 


car on a des égalités analogues entre les mesures des ensembles 
correspondants qui interviennent dans ces trois sommes 0. 

Reste donc les conditions 3 et 6 qu’il suffira de vérifier pour un 
intervalle (a, b) positif et, pour cela, démontrons d’abord que, dans 
un tel intervalle, on a 


[ras gars f parent a) 


a 


lorsque l'on a 
FS&<f+n. 


Servons-nous des mêmes nombres convenablement choisis, L, 
L, /; pour calculer des valeurs approchées s(f) et a(g) des deux 





(*) Pour le cas où il existerait des fonctions non mesurables, il faut ajouter 
qu'on s’astreint à la considération des seules fonctions mesurables. 
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intégrales. Désignons par F; et G; les deux ensembles 


ET Z£< f(x) < lis], E[Z<g(u) < lin], 
on à& 
É=An—A1 


f)= Ÿ Lm(F)= ns m(Fo+ Fit... Fri) 


i=ôû 
In —2? 


= Ÿ (D) ARE PE 


i=û 
IA —1 


s(£) — > l; nu Gi) — ln: m( Go -+ G; Sr ua Ga) 


i=0 
in n—) 


ae De (lies — di) m(Go + Gi ++ Gi). 


É—0 





Or, à cause de f< ge, F,+F,+...+ F;contient 
; + © 
Go+ Gi+,..+ G; 
et, pour 1 — 7 — 1, ces deux ensembles sont identiques. Donc les 
premiers termes de c(f) et s(g) sont égaux et les autres termes 


sont plus petits, en valeur absolue, dans o($) que dans s(f), ce 
qui prouve la première inégalité 


Puisque l’on a 


on a donc 


['edrsf (fn 


«a 
pour calculer cette dernière intégrale de façon approchée servons- 
nous des nombres {+ n, L+4n, /; +1; il est clair que l’on trouve 


I=Tr—1 


s(f+n)= © Ci+)m(Fi) 
ru ln —1 


—_— Ÿ lim(F;)—n > m(F;)=o(f)-(b—aj)n. 


i—0 i—0 


b b 
f gdx< [ Pænde= f fdx+n(b—a). 


2 Lei 


On peut encore dire que si deux fonctions diffèrent de moins 
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de & leurs intégrales diffèrent de moins de £(b — a); car, dire 
que f et g différent de moins de £, c’est dire que g est comprise 
b 


entre / —& et f HE; donc que de gdz est comprise entre 


b b 
[ fdz—t(o—a) et [far +tt@-a) 


Ceci posé, soient f et 9 deux fonctions mesurables et bornées 
dans l’intervalle positif (a, b); nous avons appris (p. 108) à leur 
associer des fonctions f, et w ne prenant qu’un nombre fini de 
valeurs et différant respectivement de f et de 9 de moins de €. 

f1 + o1 diffère alors de f +- 4 de moins de 2e. On a donc 




















nb b b b 
f fa f fi dx |<:(b—a), f edæ— | w, dx! <<(b—a), 
LE ‘a a 
545 b 
f J+pde— f (fi+ p)dx|< 2:(b — a). 
L'égalité à démontrer, 
b b b 
f f+pds= [ fz+ f o dx, 
&æ a * a 
résultera donc de celle-ci : 
| b b b 
Î (fi + sde f fi de + f v1 dx. 
a a “a 
Or, supposons que /, ne prenne que les valeurs a,, az, ... et 
respectivement aux points des ensembles E,, E,, ...; que qi ne 
prenne que les valeurs b,, b,, ... et aux points de e,, €2, .... 


Et soit E;; l’ensemble des points communs à E;etàäe;,ona 


b 
L (fi + 91) dx =Ÿ (a+ b;) m(L:;;) 
tra i 3 


La condition 3 est donc bien remplie. 
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La condition 6 est aussi remplie, car on a la propriété suivante : 


Si les fonctions mesurables f,(x), bornées dans leur en- 
semble, c'est-à-dire quels que soient n et x, ont une limite f(x), 
l'intégrale de f,(x) tend vers celle de f(x). 


En effet, nous savons que f(x) est intégrable; évaluons 


.b 
J Lf(æ)—fitz)] de. 


Cr 


Si l’on a toujours |f,(x)| << M et si f — f, est inférieure à & 
dans E,, f — fy, étant inférieure à la fonction égale à e dans E, et 
à M dans C(E,), a une intégrale au plus égale en modulé à 


em(En) + Mm[C(E,)]. 


. 4 3 I 
Mais € est quelconque, et m[C(E,)] tend vers zéro avec — parce 
7 n 


qu'il n’y a aucun point commun à tous les E,, donc 


J tpsde 


tend vers zéro. La propriété est démontrée (!). 
Une autre forme de ce théorème est la suivante : 


ST tous les restes d’une série de fonctions mesurables et 
bornées sont en module inférieurs à un nombre fixe M, la série 
est intégrable terme à terme. 


Les définitions et les résultats précédents peuvent être étendus 
à certaines fonctions non bornées. Soit f(x) une fonction mesu- 
rable non bornée. Choisissons des nombres ..., 42, 4, 4,4, 
U, ..., en nombre infini, échelonnés de — & à + et tels que 
lips — li soit toujours inférieur à e. Nous pouvons former les deux 


(*) M. Osgood, dans un Mémoire de l'American Journal 1897 : On the non- 
uniform convergence, a démontré le cas particulier de ce théorème dans lequel 
J et les f, sont continues, La méthode de M. Osgood est tout à fait différente de 
celle du texte. 
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séries, infinies dans les deux sens, 


: => LimiE[LSf(r)< lin], 


E=Ÿ im)Efhn<f(r)Sh]|. 


En reprenant les raisonnements précédents, on voit immédiate- 
ment que, si l’une d’elles est convergente, et par suite absolument 
convergente car tous les termes d'indice assez petit sont négatifs 
ou nuls et tous ceux d'indice assez grand sont positifs ou nuls, 
l’autre l'est aussi et que, dans ces conditions, & et À tendent vers 
une limite bien déterminée quand le maximum de {;,, — l; tend 
vers zéro d’un manière quelconque. Cette limite est, par défini- 
tion, l'intégrale de f(x) dans l'intervalle positif d'intégration; on 
passe de là à un intervalle négatif comme précédemment. 

Nous appellerons fonctions sommables les fonctions auxquelles 
s'applique la définition constructive de l'intégrale ainsi com- 
plétée (‘). Toute fonction mesurable bornée est sommable (?). 

Si f est une fonction sommable, :f| est aussi sommable et, si 
l'intervalle d'intégration (a, b) est positif, on a 


[raz 


car les valeurs approchées des deux membres sont || et la somme 
des valeurs absolues des termes de o. Si f estsommable et si fun 
désigne la fonction égale à f quand f est comprise entre — M et -- N 
et nulle lorsque cela n’a pas lieu, on a, pour M et N tendant 


| b 


cf \fide. 


ét 











(1} Je m'écarte ici du langage adopté dans ma Thèse où j'appelais fonctions 
sommables celles que j'appelle maintenant mesurables. Avec les conventions du 
texte, maintenant adoptées par tous, le mot sommable joue dans la théorie de 
l'intégrale le même rôle que le mot intégrable dans l'intégration riemannienne. 

Lorsqu'une fonction est mesurable sans être sommable, elle n’a pas d'inté- 
grale; pourtant, lorsqu'il s'agira d'une fonction toujours positive ou bornée infé- 
rieurement (ou toujours négative ou bornée supérieurement) il nous arrivera de 
dire qu’elle a une intégrale infinie, pour des raisons qui se comprennent de suite. 

(2) Les fonctions sommables bornées, considérées ici, sont les mêmes que celles 
dont il a été question à la fin du Chapitre précédent, ceci apparaitra au Cha- 
pitre IX. 
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b b 
f faz=iim f fus dz, 


car les valeurs approchées des deux membres sont & et la limite de 


vers —- co, 


la contribution dans oc des termes à indices comprisentre — met n, 
quand » et # augmentent indéfiniment (1). On aurait la même 
égalité si l’on avait assujetti fx à être respectivement égale à — M 
et + N, au lieu d’être nulle, quand f est respectivement inférieure 
à — M ou supérieure à + N. 

On ne connaît aucune fonction bornée non sommable, :àl est 
facile au contraire de citer des fonctions non bornées non som- 
mables. La fonction nulle pour x — o et égale à 

(es sin 3) = 2-& Siû — — À cos ee 

2 x? æ a? 

en est un exemple; cependant cette fonction peut être intégrée par 
les méthodes de Cauchy et de Dirichlet développées au Chapitre Î. 
On pourra, dans certains cas, appliquer ces méthodes aux fonc- 
tions non sommables pour définir leur intégrale ; nous reviendrons 
sur cette généralisation, bornons-nous pour l'instant aux fonctions 
sommables. 

Mais nous allons faire subir à cette notion une nouvelle exten- 
sion : supposons qu’une fonction f(x) ne soit donnée, ou ne soit 
considérée qu’aux points d’un ensemble E; nous pourrons encore 
former des ensembles E[/;<f(æ)<[l;,,] quels que soient let du, 
mais maintenant ces ensembles seront tous contenus dans E. 
Si ces ensembles sont mesurables, quels que soient l; et l;,;, 
nous dirons que f est mesurable dans E. Remarquons que ceci 
entraîne, que E lui-même soit mesurable car E est la somme des 
différents E[/:<f(æ) << 4,41] relatifs à un choix des nombres {;. 

Si f est mesurable dans E, on peut donc former & et À. Si l’une 
de ces sommes est convergente, auquel cas les deux le sont, f est 


dite sommable dans E, et l'intégrale de f étendue à E, ff dx, 
E 





& 
(:} La réciproque est exacte, c'est-à-dire que si f Jan dx tend vers une 


a 
limite déterminée quand on fait tendre M et N vers + x indépendamment 
et de façon arbitraire, f(x) est sommable et son intégrale est la limite 
considérée. 
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est la limite commune vers laquelle tendent o et À, quand on fait 
varier le choix des /; de façon que le maximum de /;,, — {; tende 
vers zéro. 

En somme rien n’est changé à la définition et nous aurions pu 
nous borner à dire que 


Jr a = [ina 


(a, &) étant un intervalle positif contenant E et (f) étant une fonc- 
tion égale à f aux points de E et nulle aux autres points. Cette 
seconde définition va nous permettre de conclure très facilement 
des propriétés des intégrales dans des intervalles aux propriétés 
des intégrales dans des ensembles. 

Nous nous sommes écartés du problème d'intégration tel que 
nous l'avions posé au début du Chapitre; comment faut-il le 
modifier pour qu'il fournisse une définition descriptive des inté- 
grales de fonctions sommables dans des ensembles mesurables ? 
Pour répondre à cette question remarquons tout d’abord que l’on 
a toujours une proposilion analogue à celle du n° 6 du problème 
d'intégration; d’une façon plus précise : st, quand l'indice n 
crott, la fonction f(x), sommable dans un ensemble mesu- 
rable E, tend en croissant vers la fonction f(x), sommable 
dans E, l'intégrale de f(x) dans E tend en croissant vers 
celle de f(x). 

En effet, nous pouvons supposer les f, non négatives sans quoi. 
nous raisonnerions sur les foncuons f,— f,. Les fh étant positives 
ou nulles, 1l en est de même de f. Posons 


J=8+k, În= Ent hn, 


g étant égale à f quand f est inférieure à un nombre positif arbi- 
trairement choisi N, et égale à N dans le cas contraire; g, étant 
égale à f, quand g est égale à j. et égale à N dans le cas contraire. 
g est la limite des g,, h, est non supérieur à h. 


On a 


frde- fede+ [raz frndz= [en dx + [hide 


à la vérité ceci n'est tout à fait clair que s'il s’agit d'intégrales 
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étendues à un intervalle, mais, par le passage de f à (f), nous 
pouvons toujours supposer qu'il en est ainsi. 

Nous avons dit, il ÿ a un instant, que si l’on fait augmenter N 


indéfiniment [3 dx tend vers ff ax, donc fr dx tend vers 
V + 
zéro. Prenons N assez grand pour que fa dæ soit inférieur à €; 


il en sera de même de fa dx, «a fortiori. Or, d'après a con- 


dition 6 pour les fonctions mesurables bornées 9 et Bus Î 80 dx 


tend vers {# dx. Donc. on a 


lim fr. dix == lim / Sn ATX + fa, der 


€ lim f gn dx + = fe dr+es ffdx+e, 


et la proposition en résulte de suite. 

Ce cas d'intégration terme à terme des suites peut, comme pré- 
cédemment, être transformé en cas d'intégration terme à terme 
des séries : une série conver gente de fonctions non négatives, 
dont tous les termes et la somme sont sommables dans un 
ensemble E, est intégrable terme à terme dans E (*). 

Appliquons ceci au cas particulier suivant : Soit une fonction f 
sommable dans un ensemble mesurable E; partageons E en un 
nombre fini ou en une infinité dénombrable d'ensembles mesu- 
rables E; sans point commun deux à deux et soit f; la fonction 
égale à f dans E; et nulle en dehors de E;. La proposition précé- 
dente sur l'intégration des séries peut être appliquée à | 


Ph + fs+.., 
en supposant f toujours positive ou nulle, or 


fr AE EE [/ dr, 
LE E + 


E; 
fra = fre + f Sd RE 


(1) C'est le cas d'intégration dit des suites ou series monotones, Une série est 

ite monotone st l es sommes s, de cette série est monotone, c'est-à-dire 
dit tone st la suite d m , À tt e est monotone, c'est-à-d 
jamais décroissante ou jamais croissante. 


donc 
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Si f est parfois négative, on arrivera au mème résultat en appli- 
quant la formule ci-dessus à |f| + j, puis à|/ | —.fet en ajoutant. 
En rapprochant ce résultat des précédents, on peul dire 


l'intégrale (x) dx, étendue à un ensemble mesurable E, 
ô ; 
E 


d'une fonction f(x) sommable dans E, est un nombre vérifiant 
les propriétés suivantes : 


1° Si Ex est l'ensemble des valeurs de x telles que x —#h 
appartienne à E, on « 


fic) de = [Je prix: 
/E FE, 


» SE est Lu somme des ensembles mesurables F3, E>, .…., 
en nombre fini ou en infinité dénombruble et suns point com- 
mun deux à deux, on «t 


fre dr = [A æ) dx + fre) dx +...; 


3" fic sers = fCe) de + o(x) dx, 
| 1) De 


p(x) étant supposée, comme f(x), sommable duns E; 
4 Sil’onufzo,on a 


[A æ)dx20; 
JE 
1 


d'où 4 IX dr = 1, 


Ü 


Le lecteur vériliera facilement que ces propriétés sont caracté- 
ristiques de l'intégrale, nous avons donc ici une définition descrip- 
tive de l'intégrale d’une fonction sommable dans un ensemble 
mesurable. Le nouvel énoncé du problème d'intégration ne con- 
tient plus que cinq conditions, mais cela ne révèle aucune diffé- 
rence essentielle entre le nouveau problème et l’ancien. 

En réalité, on aurait pu réunir les anciennes conditions à et 6 
en un seul énoncé relatif à un cas d'intégration des sommes 
ou séries; remarquons d’ailleurs que nous avons déjà effectué 
(p. 110), à l’occasion de la mesure des ensembles, la transforma- 
tion de la condition 6, relative à une série de fonctions, en notre 
nouvelle condition ®, relative à une série d'ensembles. 
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C'est surtout pour le calcul effectif des intégrales de fonctions 
données par des développements en série qu'il importe de con- 
naître des cas d'intégration terme à terme. M. Vitali a écrit 
sur ce sujet un très important Mémoire que je ne puis ici que 
signaler (‘); je me borne à donner un cas d'intégration un peu 
plus étendu que les précédents : 


Une série convergente de fonctions f, sommables est inté- 
grable terme à terme lorsque tous ses restes la(æ) sont, en 
module, inférieurs à une fonction sommable déterminée o(x) 


[rn(æ)}|£o(x). 
Soit f(x) la somme de la série. L’inégalité évidente 
IfCe)l= fix) + rx) IS (æ)| + (x) 


montre que f(x) est sommable, Ceci étant, partageons l'intervalle 
ou l’ensemble E dans lequel on intègre en trois ensembles mesu- 
rables sans points communs deux à deux : le premier A de ces 
ensembles est formé des points en lesquels #(x) surpasse un 
nombre N, le second B, est formé des points n’appartenant pas 
à À et en lesquels le reste r, est en module inférieur à e, les 
points restant forment C,. On a 


fs æ) de = ff, Gr) de fr dx + f rh dx + f pd; 
VE E JA b, Ge 
[ 
fr dc sf rnldæs fe dx, 
4 à A 


supposons choisi N de façon que fo dx soit inférieur à € : 
A 


s firetdss fe dx em(B,)<em(E): 
Be 


h, 





lp dx 





| “B, 


| L 
| lp A 
re 





| brldæ< [ Nux = Nm(e,). 
0 d, 
Or, quand p augmente indéfiniment, m(C>) tend vers zéro, car 
l'ensemble C, est contenu dans tous ceux d'indice moindre et il 
n'y a pas de points communs à tous les C} puisqu’en un tel point 





(*) Hendiconti del Circolo Matematico di Palermo, t. 3, 1907. 
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là série divergerait. Donc, pour p assez grand, on a 


Jrteraz- [rade 


Le théorème est donc démontré. 

Remarquons que, dans l’énoncé de ce théorème, nous n'avons 
pas eu à supposer que la limite /(x) était sommable alors que 
nous avions eu à formuler cette hypothèse dans l'énoncé de la 
page 128. On peut, avec M. B. Levi ('), transformer ce dernier 
énoncé de façon à n'avoir plus rien à supposer sur la limite f(x). 
Pour donner à la proposition toute sa portée, définissons ce qu'on 


<e -em(E) +21. 








entend par une fonction mesurable non toujours finie. C’est une 
fonction qui prend, en tout point de l'intervalle ou de l’en- 
semble E considéré, une valeur déterminée en grandeur et en 
signe, mais non toujours finie. Pour une telle fonction f, 1l y a 
donc en général un ensemble E(/— +) et un ensemble 
E(f— —). En disant que f est mesurable on exprime que ces 
deux ensembles sont mesurables et que f est mesurable dans 
l’ensemble des points où elle est finie. On peut encore dire si l’on 
veut que l’ensemble E[x</f(x) <6], ou l’ensemble E[2< f(zx)], 
ou l’ensemble E[/(z)<8], est mesurable quels que soient les 
nombre finis ou infinis æ et £. 

L’énoncé annoncé est relatif aux suites croissantes de fonctions 
mesurables, une telle suite a une limite nécessairement mesurable 
mais qui n'est pas nécessairement partout finie. 


Soit f(x) la limite d'une suite croissante de fonctions fi(x) 
finies et sommables. 

Si la suite des intégrales des fonctions f,(x) converge, 
f n'est infinie qu'aux points d'un ensemble de mesure nulle, 
f est sommable dans l’ensemble des points où elle est finie et 
l'intégrale de f est la limite des intégrales des f,. 

Si la suite des intégrales des f, tend vers l'infini, f est 
infinie aux points d’un ensemble de mesure non nulle, ou 
est non sommable dans l’ensemble des points où elle est finte. 


f ne prend nulle part la valeur — x; au reste nous pouvons 





(:) Reule Ist. Lombardo; Rendiconti, t. 39, 1906. 
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raisonner uniquement sur l'ensemble des points où f,, et a for- 
tort f, est positive. Si E(f — +) est de mesure non nulle À, 
J» sera supérieur à un nombre N aux points d'un ensemble de 


: 1 ne : | 
mesure — au moins dès quep sera assez grand, l'intégrale de f, sera 


, rs He À “ 
supérieure à — N ; et comme N est quelconque, la suite des JF dx 


ne peul converger. 

Supposons donc E(f — +) de mesure nulle, et enlevons cet 
ensemble de l’ensemble d'intégration, ce qui ne modifie pas les 
intégrales des f,. Nous voici ramenés aux suites croissantes de fonc- 
ons toujours finies ayant une limite toujours fimie; donc, si f 
est sommable, la série des intégrales de f, converge vers l'intégrale 
de f (p. 128); si f est non sommable, c’est que l'intégrale de la 
foncuon g, égale à / quand f est inférieure à N et nulle ailleurs, 
angmente indéfiniment quand N croît indéfiniment; et comme la 


limite de [ndx surpasse f & dx, la suite des intégrales Jradz 


est divergente. Ce qui justifie l'énoncé. 


V. — Autres formes de la définition de l’intégrale. 


Nous venons de définir lPintégrale et par ses propriétés et par 
une consiruclion et nous avons obtenu des procédés de calcul des 
intégrales des fonctions données par des développements en 
série. Arrivés à ce point il ue sera pas inutile de regarder en 
arrière et de résumer ce que nous avons fait. 

Pour la construction de l'intégrale d’une fonction mesurable 
bornée définie dans un intervalle, nous avons déduit des condi- 
tions de notre problème primitif d'intégration : 


a. La valeur de l'intégrale pour les fonctions + ne prenant que 
deux valeurs, zéro et une constante ; 

b. Le cas d'intégration terme à terme des séries monotones ou 
qui deviennent monotones quand on supprime Îles premiers 
termes ; 

c. Nous avons prouvé que toute fonetion mesurable est la somme 
d'une série de fonctions 9 intégrable terme à terme d’après b. 


Ïl est clair que celte construction de l'intégrale pourra être 
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modifiée de bien des manières; il suffira : a. de partir de la con- 
naissance de l'intégrale d’une classe assez vaste de fonctions parti- 
culières: b. et d'utiliser un caractère d'intégration terme à terme 
des séries, que l’on posera a priorr, et assez général pour qu’on 
puisse affirmer : c. que toute fonction mesurable est la somme d’une 
série de la nature considérée de fonctions appartenant à la classe 
envisagée. J'examinerai seulement (*) et très rapidement une déti- 


nition de M. W.-H. Young. 


a. Il part de l'intégrale des fonclions continues. 

b. Il adniet que toute suite monotone est intégrable ‘terme à 
terme. 

Il a alors l'intégrale des fonctions /, et A limites respective- 
ment des suites croissantes et décroissantes de fonclions continues. 

Puis les intégrales des fonctions //x et far limite respectivement 
de suites croissantes de fonctions , et décroissantes de fonctions f; 

Puis les intégrales de: fonctions four, futus EC. 

I faut naturellement démontrer que cette façon de procéder ne 
conduit pas à des contradictions, aussi M. Young prouve que 
l'intégration des suites monotones qu’il considère donne bien une 
suite d’intégrales convergentes et qu’à des suites monotones con- 
vergeant vers la même limite correspondent des suites d’intégrales 
de même linute. 

c. I faut aussi délimiter la famille des fonctions ainsi intégrées. 
En s’en tenant aux définitions précédentes (*}, ces fonctions ne 
seraient pas toutes Les fonctions mesurables, mais ce seraient toutes 
les fonctions mesurables B, c’est-à-dire toutes les fonctions mesu- 


——————————"—"———————— ——————— 


(!) On peut à cette occasion ciler aussi des remarques ou des travaux de 
MM. Fubini, F. Riesz, Weyt, Egorolf, Lusin, Borel. Voër, par exemple, le travail 
que j'ai publié aux Annales «sc. de l'École Normale en 1918. 

(*) M. Young, par une extension nouvelle atteint d'ailleurs toutes les fonctions 
mesurables. Voir, par exemple, Proc. of the Lond. Math. Soc., 1910. 

Les lettres / et w qui figurent dans les notations de M. Young sonl les initiales 
de lower et upper: les fonctions f, et f, sont les fonctions semi-continues infé- 
rieurement el supérieurement de M. Baire (p. 19). 

On peut aussi utiliser ce mode de définition pour les fonctions non bornées el 
pour les fonctions définies däns des ensembles. 

Enfin on peut aussi, soit avec cette définition soit avec les autres, s'occuper du 
cas où l'intervalle ou ensemble de délinilion de la fonction n'est pas tout entier 
à distance finie, mais s'étend indéfiniment. 
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rables pratiquement utiles à considérer. Et, de plus, la méthode 
même de M. Young fournit chemin faisant une classification de 
ces fonctions mesurables B qui est en rapport avec la classification 
de M. Baire (p. 120) et qui est fort intéressante. 

Si nous étions partis : &. de l'intégrale des fonctions continues et 
b. du cas d'intégration des suites uniformément bornées (p. 125), 
c’est la classification de M. Baire qui se serait présentée à nous. 

M. W.-H. Young a aussi fait connaître (!) la propriété sui- 
vante qui peut être prise pour définition de l’intégrale : 

Une fonction mesurable bornée f(x) étant donnée dans un inter- 
valle fini et positif (a, b), divisons (a, b) en un nombre fini ou en 
une infinité dénombrable d’ensembles E,, E;, . .. mesurables et sans 
points communs deux à deux. Soit à; la mesure de E;, soient l; 
et L; les limites inférieure et supérieure de f(x) dans E;, formons 
les sommes ou séries 


QU 


S ne 1,8; 


et, faisant varier le choix des E;, déterminons la borne supérieure m 


des S et la borne inférieure M des S. Ces deux liornes sont égales 


En b 
entre elles et à f f{æ) dx. 


En effet, calculons la contribution des points de 
en=El[ne<Sf <(n+i)e] 


dans S et $. Les points de e, sont répartis dans certains des E;; 


ils forment l’ensemble e contenu dans E,, l’ensemble e contenu 
dans E;, etc. Pour toutes les valeurs de £,,r,, ... de t le nombre [; 
est au plus égal à (7 +1)e, donc la contribution de e“ est au 
plus (n+1)e x mes(eff) et celle de e, est au plus (n+r1)e>< mes(e,). 


Donc, on a 
S<È(n +i)s x mes(e,), 


et en faisarit tendre € vers zéro, 


b 
ce f fix) dz. 





(") Proc. Lond. Math. Soc., 1905, et Ph. Trans. London, 1905. 
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Mais de même, on trouvera 


( 
S>f f{(x)dr. 
a 


D'où il résulte 


b 
M>f fix)dæ2m. 


Mais il suflit de prendre les E, identiques aux +, pour que la 
différence $ — S soit au plus égale à e(b — a). Donc M — w. 

L'analogie de la définition de M. W.-H. Young et de celle de 
Riemann (exposée p. 24) est évidente. Remarquons que notre 
définition constructive de l'intégrale est aussi très analogue à celle 
de Riemann; seulement, alors que Riemann divisait en petits 
intervalles partiels l'intervalle de variation de x, c’est l'intervalle 
de variation de f(x) que nous avons subdivisé. 

Cette façon d'opérer s'imposait et ses avantages sont évidents. 
Lorsque l'on forme la somme S — Ef(E;)(æiys — xi) pour une 
fonction continue f(x), on groupe des valeurs de x fournissant 
des valeurs peu différentes de f(x) et c’est parce que ces valeurs 
sont peu différentes qu’on peut les remplacer dans S par l'une 
d'elles f(£;). Mais, si f(x) est discontinue, il n’y a plus aucune 
raison que des choix d’intervalles {x;, æ;,,) de plus en plus petits 
conduisent à grouper des valeurs de f(x) de moins en moins diffé- 
rentes. Et c’est pourquoi le procédé de Riemann ne réussit que rare- 
ment et en quelque sorte par hasard. Puisque nous voulons grouper 
des valeurs peu différentes de f(x), il est bien clair que nous 
devons, comme nous l’avons fait dans ce Chapitre, subdiviser l'in- 
tervalle de variation de f(x) et non l'intervalle de variation de x. 

On peut encore dire, en adoptant un langage en usage au 
xvur* siècle : celui des indivisibles, que nous avons à faire la somme 
des divers indivisibles attachés à la fonction donnée f(x), c'est- 
à-dire des ordonnées positives ou négatives des points[r,7 = f(x)]. 
Pour cela, nous avons fait comme en Algèbre quand on effectue 
la réduction des termes semblables, comme en Arithmétique quand, 
pour additionner des nombres, on fait la somme des chiffres unités, 
puis des chiffres dizaines, etc., nous avons réumi les indivisibles 
de même grandeur ou à peu près de la même grandeur. 

Nous allons maintenant effectuer la sommation de ces indivi- 
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sibles en groupant tous ceux qui sont positifs et tous ceux qui 
sont négatifs et nous aurons ainsi une définition analogue à celle 
du Chapitre {IT Pour cela, nous supposerons résolu le problème 
de la mesure des ensembles formés de points dans un plan, 
problème que l’on pose comme pour le cas de la droite, la 
condition 3’ devenant : {a mesure de l'ensemble des points dont 
les coordonnées vérifient les inégalités 


p<æ<1, o<y<1, 


est 1. 

On démontrera facilement que la mesure d’un carré est son aire, 
au sens élémentaire du mot. De là on déduira que la mesure d’un 
ensemble quelconque est comprise entre sa mesure extérieure et 
sa mesure intérieure, mesures qu’on définira comme dans le cas de 
la droite, les carrés remplaçant les intervalles. 

Pour démontrer que la mesure intérieure ne surpasse jamais la 
mesure extérieure, il faudra démontrer qu'un carré C ne peut être 
couvert à l’aide d'un nombre fini de carrés c; que si la somme des 
aires des c; est au moins égale à l’aire de C, ce que l’on peut faire 
élémentairement (!); puis 1l faudra démontrer le théorème de 
M. Borel lorsqu'on remplace dans son énoncé le mot intervalle 
par le mot carré ou le mot domaine. 

La démonstration peut se faire comme pour le cas de la droite, 
mais Je veux, à cette occasion, indiquer comment on peut employer 
la courbe de M. Peano et les autres courbes analogues (p. 44). 
Soit le domaine D tel que tout point intérieur à D ou frontière 
de D soit intérieur à lun des domaines A. Nous pouvons définir, à 
l’aide d’un paramètre £ variant de o à 1, une courbe C qui remplit 
le domaine D et qui ne passe par aucun point extérieur (?). Chaque 


(*) Pour cette question et pour tout ce qui concerne la mesure des polygones, 
on consullera avec intérêt la Note D de la Géométrie élémentaire de M. Hadamard. 

(?) On pourra pour cela établir une correspondance biunivoque et continue 
entre Les points d’un carré et ceux du domaine D, puis prendre pour courbe C 
celle qui correspond à la courbe de Peano remplissant le carré. L'existence de 
cette correspondance est claire lorsque la courbe limitant le domaine D est 
simple, lorsque c’est un polygone par exemple; mais le cas général exige des 
raisonnements délicats. On pourra se repôrter, par exemple, à la Thèse de 
M: Antoine (Journal de Math., 1921). 

Si l’on envisageait d'autres domaines que ceux qui sont limités par une courbe 
de Jordan, la correspondance pourrait ne plas exister, Pour ces domaines d'ail- 
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domaine À découpe sur C des arcs correspondant à certains inter- 
valles de variation pour #, soient à ces intervalles. Un domaine À 
peut d’ailleurs avoir des points de sa frontière communs avec €, 
ces points ne formant pas d’intervalles ; nous négligeons ces points 
el nous ne nous occupons que des intervalles. (0, 1) est évidem- 
ment couvert avec les à, donc avec un nombre fini d’entre eux, 
d'après le théorème: de M. Borel pour le cas de la droite, et, par 
suite, D est couvert avec les À en nombre fini qui correspondent 
à ces 6. 

Cette propriété démontrée, la suite des raisonnements et des 
définitions se poursuit comme dans le cas de la droite, les inter- 
valles étant toujours remplacés par des carrés. Comme dans le cas 
de la droite on définit les ensembles mesurables, les ensembles 
mesurables B, ct l’on démontre à leur sujet les mêmes propriétés. 

Îl ne faut pas confondre la mesure des ensembles de points dans 
le plan avec celle des ensembles de points d’une droite; nous les 
distinguerons lorsqu'il y aura doute en les qualifiant mesure super- 
ficielle m, et mesure linéaire nu (*). 

Arrivons à la définition de l'intégrale. 

À toute fonction f(x) attachons les deux ensembles superficiels 


E[/(<)> 0. f(x)27201= Elf, 
E[J Cr) <o, 027 2f(æe)] = El /Cr)]; 


par analogie avec ce qui à été fait précédemment (Chap. HI, 
p- 46), 1l est naturel d’appeler intégrale de la fonction f la quan- 
tité 

= m{E(f)]—m[E:(f)] 


Étudions dans quels cas cette définition s'applique; nous allons 
démontrer que c’est lorsque {fa fonction f est mesurable et scule- 
ment dans ce cas. Pour cela, 1l suffira évidemment de le démontrer 
pour la fonction (x) égale à f(x) quand f(x) n’est pas négative, 


leurs il n'existe pas toujours de courbe, analogue à celle de M. Peano, qui les 
remplisse exactement. Üne petite modification du raisonnement du texte serait 
nécessaire dans ce cas; mais il est inutile de l’envisager ici. 

(') Ces définitions permettent de définir les fonctions mesurables de deux 
variables et les intégrales doubles relatives à ces fonctions. Je ne m’occuperai ni 
de ces questions ni de quelques autres qu’on peut y rattacher, comme l'intégra- 
tion par parties et l'intégration sous le signe somme. 
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el nulle quand f(x) est négative; c’est de cette fonction o(x) que 
nous allons nous occuper. 

Quand on fait décroître «, l’ensemble linéaire É(w2 ax) ne perd 
aucun point, dé là on déduit que les mesures linéaires inférieure et, 
supérieure miilE(o2x)] et me [E(o 2 x)] sont des fonctions non 
croissantes. De plus, E(o > «) est l’ensemble des points qui appar- 
tiennent à tous les E(o > x — h); de là on déduit que m,,[E(v 2 æ)] 
et mu,e[E(92#)[ sont des fonctions de « continues à gauche. 
Ceci posé, supposons que l’on ait 


MielE(o2a)]> m;lÉ(e2a)]—e, 


alors 1] en sera encore de même. dans tout un certain intervalle 
(æ— h, x). Considérons la partie E de E,(o) comprise entre 
J—2—hety = x. Enfermons les points de E dans des carrés À, 
les points de C(E) dans des carrés B; on peut supposer les A et B 
de côtés parallèles à ox et o y. Ils ont en commun des rectangles C 
dont la somme des aires est au moins ms,e(E) — m,;(E) et en dif- 
fère aussi peu que l’on veut. La section des carrés À par la droite 
y =K est composée d’intervalles a qui enferment E[+(x)>K|, 
celle des carrés B est composée d’intervalles qui enferment 
CIEfy(x)2K]}, celle des retangles C est formée des parties c 


communes aux a et b; on a donc 


mai(e)2nue) Ef?(æ)2K]i—m,;!E[o(æ)>K]!; 


mi(c) est donc supérieure à € quand K varie de « — h à «, et 
Ms,e(E) — m,,;(E) est au moins égale à ch. E et par suite E,(0) 
n’est donc mesurable que si @ est mesurable. 

Supposons que ® bornée soit mesurable et partageons l'inter- 
valle de variation de ® à l’aide de nombres /;. Soit E la partie 
de E;(e) comprise entre y =, et y = {l;, nous allons évaluer sa 
mesure. Énfermons dans des intervalles a les points de E(o>/;)et 
ceux de C[E(o2{;)] dans des intervalles b, soient c les intervalles 
faisant partie des & et des b. Considérons l’ensemble & des points 
dont les abscisses sont points de a et dont les ordonnées sont 
comprises entre l;., et L;; soit C l’ensemble analogue relatif à c. 
L'ensemble  — € étant contenu dans E, on a 


ms itE)2m(A)—m,(E) = (l;— 1, )[my(a) — mic)], 
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de là on déduit 
maitE)2(d— di sd eutE(s20)]. 


En faisant la sonime de toutes les inégalités analogues, on à 
maili(e)l2= 4m EC Se <li)] = 5. 

En raisonnant d'une façon analogue, on voit que 
Mae E1(9)]S ES imIE(lin << FEES: 


Nous avons démontré que les deux quantités s et À tendent vers 
une même limite quand le maximum de l;,,-— li tend vers zéro, 
donc E,(®) est mesurable. Les valeurs approchées o et À trouvées 
pour la mesure de E,(p) nous conduisent à la définition de l'inté- 
grale déjà donnée. Il y a donc identité entre la définiuon géomé- 
trique actuelle et la définition constructive précédemment étu- 
diée (‘}. 

RE  __ 


(*) Nous pouvons dire que le raisonnement du texte fournit une expression de 
la mesure superficielle à partir de mesures linéaires. Convenablement générali- 
sées, ces considérations donnent la formule qui permet de remplacer le calcul 
d'une intégrale multiple par des calculs successifs d’intégrales simples. 
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L’'INTÉGRALE INDÉFINIE DES FONCTIONS SOMMABLES. 


I. — Les trois intégrales indéfinies. Les fonctions additives 
d’ensemble. 


Nous appellerons intégrale indéfinie de f(x) l’une quelconque 
des fonctions 


x 
Fix) = f f(x) dx + 0€, 
x 


G étant une constante: l'intégrale définie de f(x) dans (&, b) est 
l'accroissement F(6)— Fa) de l'intégrale indéfinie dans l’inter- 
valle (a, b). 

Les intégrales indéfinies sont des fonctions continues. Si 
f(x) est une fonction bornée, cela est évident en vertu du théo- 
rème des accroissements finis. Supposons ensuite f(x) sommable 
mais non bornée, alors on peut trouver N assez grand pour que 
les intégrales de f(x) dans les deux ensembles E(f>N), 
E(f << — N) soient toutes deux inférieures en module à &. Pusons 
J= fi +fs fi étant nulle pour les deux ensembles E(f > N), 
E(F<—N) et f2 étant nulle pour E(— N<f<N). Alors l’inté- 
grale indéfinie de f, est une fonction continue; l'intégrale de /, 
dans tout intervalle étant 2e, au plus, autour d’un point quel- 
conque Z9, On peut donc trouver un intervalle dans lequel 
l'accroissement de F(x) soit au plus 3:, ce qui prouve que F(zx) 
est continue. 

Si f(x) est sommable, | f(x)| l'est aussiet, dans toutintervalle, 
l'intégrale indéfinie de f(x) subit un accroissement en module 
au plus égal à celui de l'intégrale indéfinie de |f(x)|: puisque 
cette dernière intégrale existe et est croissante, donc à variation 
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x. 


bornée, l'intégrale indéfinie de f(x) est à variation bornée et 


f'ifaids | 


Les propositions trouvées au Chapitre Ÿ (p- 3) relativement à 
la limitation des nombres dérivés de F(x) à l’aide des maxima et 


sa variation totale dans (a, b) est au plus 








des minima de f(æ) sont encore exactes; elles se démontrent de 
même (*). Ceci conduit tout naturellement à étudier la dérivation 
des intégrales indéfimies et la recherche des fonctions primitives; 
mais, tout d’abord, nous allons donner aux mots intégrale indélinte 
une signification nouvelle. 

D'où vient la dénomination intésrale indéfinie ? West clair que 
dans les expressions intégrale définie et intégrale indéfinie, indé- 
finie n'a pas le sens de infinie mais de non définie, que définie 
a le sens de déterminée. Ces deux expressions devraient donc 
s'appliquer à la même quantité f'rar: celte intégrale serait 


[4 
dite définie lorsque l’intervalle d’intégration (x, Ê) serait lui- 


même défini, c'est-à-dire déterminé, donné et elle serait dite 
indéfinie lorsque (x, B) serait indéfini, c’est-à-dire non défini, 
non déterminé, inconnu, variable. En revenant à ce sens primitif 
des dénominations, nous dirons donc que l'intégrale indéfinie 
de f(x) est la fonction D (x, 6) 


3 
Da. #)= [Se dr = FE) FC 
Er à 


ce sera une fonction de deux variables ou mieux une fonction de 
l'intervalle d'intégration (x, 6); le mot fonction signifiant 1c1 cor- 
respondance, comme à la page 19. Mais il s’agit maintenant de 
faire correspondre à tout intervalle (x, 5) un nombre; (x, B}) est 
la variable ou argument de notre fonction, le nombre est la valeur 
de la fonction. L'intégrale indéfinie est une fonction d'intervalle : 
toute valeur prise par cette fonction est une intégrale définie. 

La relation qui lie (x, 6) à F(x) permet de traduire toute 
propriété de F(x) en propriété de D(x, B) et inversement, et c’est 
———————— 


(:) Seulement on peut maintenant se servir des maxima et minima obtenus 
en négligeant les ensembles de mesure puile, car si l'on modifie la valeur d’une 
fonction aux points d’un tel ensemble, on ne modifie pas l'intégrale de cette 
fonction. 
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pourquoi on se borne ordinairement à la considération de F(zx), 
que nous appellerons, lorsqu'un doute sera possible, l'intégrale 
indéfinie fonction d’une seule variable. En somme ce sont des pro- 
priétés de D(x, B) qu'on étudic ordinairement par l'intermédiaire 
de l'(x); notre nouveau langage sera plus directement adapté à 
notre but. Seulement, comme nous avons considéré aussi l’inté- 
grale de f(+) étendue à un ensemblé mesurable E, nous devons 
considérer l'intégrale indéfinie de f(x) comme la fonction d’en- 


semble 
W(E)= f f(x) dr; 


il est sous-entendu que l'argument E de cette fonction doit être 
mesurable et formé à l’aide de points de l'intervalle ou ensemble 
pour les points duquel f(x) est connue. Pour fixer les idées, nous 
supposerons toujours, sauf avis contraire, que f(x) est définie 
dans un intervalle que nous appellerons (a, b); ce qui n’entraîne 
en réalité aucuné restriction (p. 125). 

Nous considérerons donc finalement : «. l'intégrale indéfinie 
fonction d'ensemble, W(E); b. l'intégrale indéfinie fonction 
d'intervalle, Do, 5)— (à), à désignant l'intervalle (œ, B); 
c. l'intégrale indéfinie fonction d’une variable, F(x}). Dans ce 
Chapitre nous allons examiner si la connaissance de l’une de ces 
fonctions entraîne la connaissance des deux autres et comment les 
propriétés de ces fonctions se correspondent. | 

Nous nous attacherons à deux propriétés de W(E) : ladditivité 
complète et l'absolue continuité; nous verrons par la suite que ces 
propriétés caractérisent les fonctions d'ensemble qui sont des inté- 
grales indéfinies et par suite résument et entraînent toutes les 
autres propriétés. 


Une fonction d'ensemble mesurable W(E) est dite additive, 
si E,, E>, ... étant des ensembles sans point commun deux à 
deux, on «a 

Pitt ML) TE.) 


On peut distinguer, avec M. de la Vallée Poussin (*}, le cas de 








(*) Sur les fonctions d’ensemble, vosr le Livre de M. DE LA VALLÉE Pousain, 
intégrales de Lebesçue, fonctions d'ensemble, classes de Baire. 
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l'additivité restreinte, dans lequel l'égalité précédente n’est assurée 
que si les E; sont en nombre fini, et le cas de l’additivité complète, 
où l'égalité a lieu même s’il y a une infinité dénombrable de E;. 
L'additivité complète sera seule importante pour nous ('). Une 
intégrale indéfinie est complètement additive; c'est la pro- 
priété 2° de la page 130. 

L’additivité complète entraîne, à elle seule, bien des propriétés. 
Remarquons d'abord qu’une fonction additive d'ensemble qui 
est non bornée a des points en lesquels elle n'est pas bornée; il 
faut entendre par là qu’il existe un point x tel que, si petit que soit 
un intervalle Ï contenant x à son intérieur et si grand que soit un 
un nombre N, il est possible de trouver un ensemble E formé de 
points de 1 et pour lequel la fonction W(E) considérée surpasse N 
en valeur absolue. 

S1, en effet, à tout point de (a, b) on pouvait attacher un inter- 
valle [et un nombre N pour lequel cela soit impossible, on pour- 
rait couvrir (a, b) à l’aide d'un nombre fini p de ces intervalles I 
et les nombres N correspondants auraient une borne supérieure IT. 
E étant un ensemble de points de (a, b) nous pourrions le consi- 
dérer comme la somme d’ensembles E,, E;, ..., E, situés dans 
les p intervalles considérés et l’on aurait 


IW(E)|=iY(E, +— E+...+ E,)| 
IW(E;)+W(E)+...+W(E,)] 
IW(E;)] +|W(E)l+...+IW(E,)|i<pat: 


LA 


W(E) serait donc finie. 
Soit x, un point en lequel W(E) est non bornée et considérons 


(‘) Le lecteur vérifiera facilement qu’une fonction W({E) égale à la somme 
des longueurs des intervalles dans lesquels le complémentaire de E est partout 
non dense possède l'additivité restreinte mais non l'additivité complète. 

Jusqu'ici l'additivité restreinte ne s’est pas introduite en Analise; il y a pour- 
tant lieu de la bien distinguer de l'additivité complète. Je m'explique sur un 
exemple. La condition ? du problème de la mesure impose à la fonction m(E) 
l'additivité complète; supposons au contraire que nous ayons modifié cette con- 
dition ? de façou à n'exiger que l'additivité restreinte, la fonction n’aurait plus été 
définie que pour les ensembles mesurables J et cette fonction eût été l'étendue e (E). 
Remarquons que la fonction ainsi obtenue possède bien l'additivité complète 
dans ie domaine des ensembles mesurables J, puisqu'elle ne diffère pas de m(E) 
mais la fonction e(E) n'est pas toujours définie pour la somme E +E,+..., 
quand elle est définie pour E;, E,, .... 
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les deux intervalles (x5 — À, æo), (To, yo +R}; 1l est clair que 
W(E) est non bornée dans l’un des deux. Ceci étant, pour démon- 
trer que {oute fonction finie complètement additive est bornée, 
il nous suffira donc de considérer le cas où l'extrémité b de l’inter- 
valle considéré (a, b) (‘) est un point où une fonction W(E) est 
non bornée et de montrer que W(E) ne peut être à la fois finie et 
complètement additive. Soient a, a;, a», ... uné suite de valeurs 
croissantes tendant vers b. Désignons par Ô,, d,, d1, ... les 
ensembles de points définis respectivement par 


a£æz< a&, ST < Q, SE <a, 


Soient.N,, N:, ... les bornes supérieures de : W(E)| respecti- 
vement pour les ensembles formés de points de d,, d3, .... 

Si E est un ensemble formé de points de (ax, b}) et si E; est la 
parlie commune à E et à d,; on a, Y étant supposée complètement 
addituve, 


[YCE) = I WISCEN)TISS WE) SŸ N 
k 


puisque W(E) n’est pas bornée au point b, la série du dernier 
membre est divergente quel que soit #. Elle peut d’ailleurs con- 
tenir des termes infinis. 

Soit enfin e; un ensemble formé de points de à; et pour 
lequel | W(e;)] surpasse le plus petit M; des deux nombres N;— = 
etc; la série ZM; est divergente. Si l’on partage les e; en ceux qui 
donnent à W(e;) des valeurs positives ou nulles, et ceux pour 
lesquels W(e;) a des valeurs négatives, si &’ et ?” désignent respec- 
tivement les indices des premiers et des seconds, l’une au moins 
des séries 2M,, ZM; est divergente. Supposons que la première 
soit divergente. Alors on a 


WiZe;) = EWe;) > My = +. 


(') S'il s'agissait d'une fonction W(E) définie seulement pour les ensembles 
mesurables formés des points d'un ensemble mesurable donné €, on étenurait la 
définition de W(E) à tous les ensembles mesurables formés de points d’un inter- 
valle (a, 8) contenant € en convenant que, par définition, pour un Lel ensemble E 
dont là partie commune avec © est e, on a W(E) = W{e);et que, si e n'existe 
pas, W(E)—o. On pourra donc toujours supposer qu'il s’agit d’une fonction 
définie pour tous les ensembles mesurables d’un intervalle (a, b). 
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la fonction W ne peut donc être finie et complètement additive. 
Comme nous ne parlons que de fonctions finies d'ensemble, sauf 
avis exprès du contraire, nous pouvons dire simplement : toute 
fonction complètement additive est bornée. 

Une fonction complètement additive (\) est à variation 
bornée; on entend par là qu’elle est la différence de deux fonc- 
tions complètement additives et ne prenant que des valeurs posi- 
tives ou nulles. Pour le démontrer quelques définitions sont 
nécessaires. 

Considérons les valeurs prises par une fonction complètement 
additive W pour les ensembles e formés avec les points d’un 
ensemble E, ces valeurs sont comprises entre M et — M, M étant la 
borne supérieure de | W | dans tout (a, b). Soit — N(E)<o< + P(E) 
le plus petit intervalle contenant ces valeurs de Wet zéro. Ces deux 
fonctions N(E) et P(E) sont complètement additives; vérifions-le 
pour P(E). Soient E,, E:, ... sans points communs deux à deux, 
soient €,, €», ... formés respectivement de points de E,, E;,, ..., 
on a 

Ple; se+...)=W(e)+W(e)1...SP(E:) + PCR) +..., 
d'où 
P(Ei- Er...) PE) + P(E:) +; 
mais on peut choisire; de façon que Wi(e;) surpasse P(E;) — = 
si P(E;) est supérieure à o[si P(E;) — 0, on laisse de côté cette 
valeur de £], et alors on a 

Vleite+...)= We) Wie) +...> P(Ei) + P(:) +... —e, 

ou 

PCEi+ Éi...) > P(E,)+ P(Es)+...— 6 
L’additivité complète de P résulte de la comparaison de ces deux 
inégalités. 

La fonction P(E) est dite la variation totale positive de W 
dans E, N(E) est sa variation totale négative, 

V(E)= P(E)+E(N) 





(:) Je n'explicite plus qu'il s’agit d’une fonction prenant une valeur déter- 
minée et finie pour chaque ensemble mesurable formé avec les points d'un 
intervalle (a, b) ou d’un ensemble mesurable €, cas que l’on ramène au précé- 
dent. 
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est sa varcation totale. Cette variation totale est aussi une fonction 
complètement additive, car il clair que la somme ou la différence 
de deux fonctions complètement additives est complètement addi- 
tive. V(E) est la borne supérieure de Z|Y(E;)]| pour les divisions 
de E en ensembles partiels E,;. | 


Vous prouverons que W(E) est à variation bornée en mon- 
trant que l’on a 
W(E) = P(E)—N(E). 


Avec des points de E on peut former un ensemble e, pour lequel 


Wle,) surpasse : P(E). Avec des points de e, on peut former un 
ensemble e, pour lequel W(e:) soit au plus égal à — =N(e, ). On à- 


Te —e;)2Wi(e;), N(ei— es) = N(er). 


Avec des points de e,— e, formons un ensemble e, pour lequel 
We;) soit au plus égal à — = N(e1— e:)}, on a 


Wei —e—e;)2W(e;— €), N(es— er — es) < = N(ei). 


En continuant ainsi, on arrive à un ensemble e, — e,— e, — 
ou E,, pour lequel on a 


ARR | 
N(E)+o, P(R)=W(E,)>=P(E), P(E—E,;,)<!P(E) 
( nee À 12 


Avec des points de EE, on peut de même former un 
ensemble E, tel que 


N(E2) = 0, PCE:) = W(E:)2 = P(E—E). 





P(E—E—H)<—E 


7 
vers 
Cr] 

St 
. 


1 
2°? 
Puis, avec des points de E—E,—EF,, on formera E,, tel que 


N(Es)=0,  P(Es)= W(E3)2=P(E—E—E), 


4 
Le LS Pise 
PCE— EEE) SVCE), 
et ainsi de suite. 
Il est clair que, pour E,+E,+..,—HÆ£?, on a 
N(EP)= N(E)+ N(Rr)+...= 0, 


P(E—Er)£P(E—E, —E—...—E;)£ 5 P(E) 
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donc 

P(E—E?)=0 
et, puisque 

P(E)=P(E— Er) + P(E?);, 

on 4 

P(Er) = P(E); 
de plus 

W(Er) = P(E”), 


‘D'une façon analogue, on formera E“ tel que l'on ait 
P(Er)=0,  N(E’)=N(E);  W(Er)=—N(E") 


Soit e l'ensemble des points communs à EP et à F7, des deux 

relations 

P(e)SP(CE’).  N(e)ENCE?). 
il résulte que les deux nombres non négatifs P(e) et N(e) sont 
nuls: a fortiori Y'(e) est nulle. Si donc on retranche e «le E* on 
ne modifie ni P(E*), ni N(E7), ni W(E7). 

Nous pouvons donc supposer que les deux ensembles Er et E? 
sont sans point commun. De même on verrait que P, N, et sont 
nulles pour l'ensemble des points de E n’appartenant ni à EP ni 
à E*, de sorte que cet ensemble peut être ajouté à E? ou à E” sans 
que nos relations soient changées. Finalement on voit que l’on 
peut supposer E divisé en deux ensembles E? et E* sans point 
commun et tels que l’on ait 


W(Er)=  P(CE?), N(E/) = 0, 
W(Er)=—N(Er), P(E*)=0. 
Mais 
E = Er+ Er, 
donc on à 
WCE) == WE?) + WCE') = PCE)—N(E). 


Il est prouvé que W(E) est à variation bornée. 
Si à P(E) et N(E) on ajoute une même fonction complètemènt 
additive et non négalive À(E) on obtient 


P,(E)=2A(E)+P(E);  Ni(E) = X(E)-—N(E); 
WCE) = PiCE)— Ni(E). 


On peut donc mettre une fonction à variation bornée sous la forme 
d’une différence de deux fonctions non négatives d’une infinité de 
manières; le procédé que nous venons d'indiquer est d'ailleurs le 
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plus général, c’est-à-dire que si l’on a 


W(CE)= P,(E)—N,(E), 


P,(E) et N,(E) étant deux fonctions complètement additives et 
non négalives, On à 


PICE)— P(E) = NI(E)—N(E)=2X(E), 


À(E) étant complètement additive et non négative. En effet, soit 
A(E) la fonction définie par cette double égalité; elle est absolu- 
ment continue, montrons qu’elle est non négative. Soit Er l'en- 
semble que nous avons attaché à E; on a, puisque EP est contenu 


dans E, 
PiCE)2 PE?) = P(Er) +4 X(E7), NICE?) = N(F7) + X(Er). 


Mais, puisque N(EP) est nul et que N,(EP) ne doit pas être 
négatif, A(E?)>0o; d’où 
P,(E)>P(Er)= P(E). 

Donc | 

À(C) = Pa(E)—P(E) 

n'est pas négatif. 

En d’autres termes, /es variations P(E) et N(E) de Y(E) 
sont, parmi toutes les fonctions complètement additives P,(E) 
et N;(E) qui ne sont pus négatives et vérifient l'identité | 


WE) = P,(E)—N(E) 


celies qui sont les plus petites. Cette propriété correspond exac- 
tement à celle de la page 52 pour les fonctions à variation bornée 
d’une variable; mais, de plus, nous avons vu incidemment que 
P(E)et — N(E) sont les deux limites, supérieure et inférieure, 
de We) pour e variant dans E et que ces limites sont effective- 
ment atletntes respectivement pour e — EP et pour e = E*, pro- 
priétés qui n’ont pas leurs analogues pour les fonctions d’une 
variable (*). Pour que la propriété précédente soit entièrement 





(!} Ces propriétés correspondent cependant à des propriétés de certaines fonc- 
tions d’une variable puisque, dans un moment, nous définirons W(E) par une 
fonction F(zx) d’une variable; mais ce sont des propriétés que l'on n'aurait guère 
songé à envisager st l’on n'avait pas parlé de fonction d'ensemble. C'est à cause 
de telles propriétés qu’il ÿ a intérêt à considérer les fonctions d'ensemble. 
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prouvée. il faut toutefois montrer que U'(E) a nécessairement la 
valeur zéro dans certains ensembles, car si, par exemple, W(E) 
était constamment positive, — N(E) serait constamment nulle et 
ne serait pas la limite inférieure de U'(E), E” n’existerait pas. Or 
ceci est impossible (!}, car Les ensembles E réduits à un point 
qui donnent à W(E) une valeur non nulle forment au plus une 
infinité dénombrable. 

En effet, il ne saurait y avoir une infinité de points constituant 
chacun un ensemble E en lequel W(E) surpasse le nombre posi- 
tif K; car pour l’ensemble formé par une infinité dénombrable de 
ces points W(E) serait infinie. En faisant ensuite parcourir à K 
une suite de nombres positifs tendant vers zéro on voit que les 
points pour lesquels W(E) a une valeur positive forment un 
ensemble dénombrable. La même conclusion s'applique aux points 
pour lesquels W(E) est négative. 

Chaque point constituant à lui seul un ensemble en lequel W° 
n'est pas nulle est dit un point de discontinuité de E. Formons 
la fonction L(E) égale à la somme des valeurs prises par W en 
ceux de ses points de discontinuité qui appartiennent à E, Il est 
clair que ‘L(E) est complètement additive, qu’elle a pour varia- 
tions positive et négative les fonctions r(E), »(E) formées de façon 
analogue avec P(E) et N(E) et qu'elle a pour vartation totale la 
somme 7r(E)+%(E) qui est la fonction qui se déduirait de la 
même manière de V(E)—P(E)+N(E). L(E) est dite la fonc- 
tion des sauts de W(E). 

La fonction W(E)— L(E) n’a plus de points de discontinuité, 
non plus que P(E) —7{E), N(E)—2%(E), V(E) — 7(E) —Y(E). 
Montrons que, pour de telles fonctions, tout point x est point de 
continuité, c'est-à-dire peut être enfermé dans un intervalle I tel 
que les fonctions soient inférieures en module à € pour tout 
ensemble formé de points de 1 (*). Il suffit de raisonner sur la plus 
grande, en module, des fonctions considérées, c’est-à-dire sur 


VoE) = V(E)— r(E)—(E). 


(*) Exception faite du cas où l’ensemble de définition € serait composé d’un 
nombre fini ou d’une infinité dénombrable de points. 

(*) Il y a lieu à démonstration parce que nous posons deux définitions : l’une 
pour les points de continuité, l'autre pour les points de discontinuité. 
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Choisissons dans l'intervalle à — (a, b) des valeurs à; croissantes 
vers æ, et des valeurs b; décroissantes vers +, ; soient +; et 8; les 
ensembles définis respectivement par 
ASE a b;< æ bis. 
On a 


Ô =— To + È; Z B;, 


les ensembles du second membre étant sans point commun deux 
à deux, et V,(xe) étant nul, on a 


Vat(o) = Vo(o;) + » Vol). 


Les sommes du second membre étant convergentes, si l’on 
prend { assez grand on aura, pour 8 (2%, 8x), 


" à Fa à F3 
Vo) > Vola) +Ÿ Votäi) 2; 


£+1 k +1 


04 sera alors l'intervalle I que nous cherchons. 

Ainsi une fonction complètement additive, définie dans un 
intervalle (a, b), y est continue en tout point si, et seulement 
st, elle prend une valeur nulle pour tout ensemble formé d'un 
seul point (‘). Une intégrale indéfinie est donc continue. 


Examinons maintenant quelles sont les propriétés de D(ô) 
et F(x) qui correspondent à celles de W(H) que nous venons 
d'envisager. 

Üne fonction W'(E) étant donnée, une fonction d'intervalle est 
par cela même donnée D(à) — W(ä); cette fonction est définie 
pour tout intervalle positif ou nul, c’est-à-dire réduit à un point, 
Elle n’a pas en général la même valeur pour un intervalle ouvert 


MC ES fr: 
et pour l'intervalle fermé correspondant 
Lx; 
ni pour les intervalles à demi fermés 


A EP a <r << f. 








(') Si une telle function prend les valeurs A et B, elle prend aussi toute valeur 
comprise entre À et B. 
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I n’y a pourtant pas à faire cette distinction si W (E) est continue 
en tout point, auquel cas D(à) est nulle pour tout intervalle nul. 

À toute propriété d’additivité de F correspond une additivité 
de Ÿ qui s’'énonce : st un intervalle à est la somme des inter- 
valles.3,, dr, ..., Sans point commun deur à deux,on a 

P(5) = D) + B(Br) +... 

Si Ya l’additivité restreinte, ® a l'additivité restreinte, c’est-à-dire 
que les à; doivent être en noinbre fini. Les à; peuvent être en infi- 
nité dénombrable.si W a l'additivité complète, ® est dite alors 
complètement additive. 

Quant à la phrase sans point commun deux à deux, elle doit 
étre prise au sens strict si W a des points de discontinuité; les 
intervalles constituants peuvent être seulement sans point intérieur 
commun si W est continue; pour le cas d'une intégrale indéfinie, 
par exemple. 

W étant supposée complètement additive est à variation bornée ; 
d est alors à variation bornée, c'est-à-dire que pour des inter- 
valles di, da, ... sans point commun deux à deux (même 
remarque que plus haut), /a somme Z|D(d;)| reste bornée: sa 
borne supérieure si Les à; sont pris dans À est, en effet, au plus la 
valeur V(à) que prend la fonction V(E) pour E— à. D(d) se pré- 
sente comme la différence des deux fonctions non négatives d'in- 
tervalle P(8) et N(8), déduites de P(E) et N(E). 

Les points de discontinuité et de continuité se définissent comme 
précédemment; bref, les définitions antérieures s'appliquent. Seu- 
lement on ne considère plus que des ensembles réduits à un inter- 
valle fermé ou ouvert, positif ou nul, et, par suite, une propriété 
qui fait appel à des ensembles qu'on ne saurait -réduire à des inter- 
valles n’a pas de transformée; celle-c1 par exemple : toute fonc- 
tions W(E) à variation bornée atteint sa limite supérieure. 


Passons maintenant d’une fonction d’intervalle complètement 
additive à une fonction de x. Nous désignerons par D[a<zxz< b\et 
par des notations analogues les valeurs que prend la fonction ® 
pour les intervalles définis par les inégalités écrites entre crochets. 
On peut passer de D(à) à F(x) par l’une ou l’autre des formules 

F(X)=d[a<r< X]+C=0C +dbf[a<z<b]—b{[X<z£<b], 
F(X)= Da£r<X]+C=C+b[a£z<b]—B{X£æ£0], 
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dans lesquelles C ‘désigne une constante. Ces deux formules sont 
équivalentes pour tous les points X qui sont points de conti- 
nuité pour ®; pour les points de discontinuité elles donnent des 
valeurs différentes pour F(x). La définition de F(X) comporte 
donc un certain arbitraire. Nous allons adopter la première for- 
mule ; le second choix donnerait des résultats qui se déduiraient 
de suite de ceux que nous obtiendrons. 


On a 
F(B)—F(a) = Da£r£é]—basrca]i bla <æsf], 


æ élant supposé inférieur à G. 
Si donc on prend arbitrairement x,, %2, .., tels que 
ALL BE Ep b, 
on aura 
IFCa)—F(a)l+ Fm) F(a)|+..+|F(b)—F(æ)| 
= Ba <r£rm]l+|bla<r<ml|l+...+|b[z, <r<b]l|. 


Et comme le second membre est au plus égal à V[a<x<b], 
la fonction F(x) est à variation bornée. 

Dans la formule de définition de F, faisons tendre X vers X, en 
décroissant, c’est-à-dire donnons à X une suite de valeurs X', 
X", ... décroissant vers X,; on a 


ÉD) = FREE) FO LE FO E TEE: 
ze F(Xo) + D[X"< &£X']-- DIX"<X<EX']+..., 
FIX") = F(Xo) +o{F(X"}—F(X")] +... 
= F(Xo) + o + PIX"< 7 <X"] +... 


et ainsi de suite, d’où 
F(Xo-+- 0) = F(Xo): 


la fonction F(x) est donc continue à droîtte. 
Faisant de même tendre X en croissant, on a 


X<X. 
F(X5,—0)=lim}C 1 b(a<r<X)!=Db[a<z<Xo]+C 
XX: 
— FX) — P(X), 


la fonction F(x) est discontinue à gauche aux points où ® est 
discontinue et en ces points seulement. 
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Nous retrouvons ainsi, en particulier, ce résultat : une inté- 
grale indéfinie F(x) est une fonction continue à variation 
bornee. 

Des égalités 

DIX) = FXo) — F(Xi— 0), 
DIX < Yo] = F(Ya) — F(Xo— 0), 


qui résultent de ce qui précéde, il découle que la fonction ® n'est 
définie par la fonction F que pour les intervalles, nuls ou non nuls, 
n'ayant pas pour origine a lorsque F n’est connue que dans (a, b).. 
Pour que F puisse définir ® dans tout a<zæx<b, convenons que 


la formule 
F(X) = Dba<r<X]+0C 


ne sera utilisée que pour a «7 X <b et que l’on posera F(a) = C. 

Alors F(X } pourra être discontinue à droite en a et l’on aura des 
formules différentes pour relier ® à K suivant qu'il s'agira ou non 
des intervalles d’origine a. 

Nous arrivons ainsi à associer à la fonction d'intervalle ® une 
fonction bien déterminée de points F(X) dont la connaissance 
entraînerait celle de ®. 

Mais il est bien évident qu'un autre choix parmi les conventions 
possibles nous aurait conduit à une fonction F(X) continue à 
gauche, sauf peut-être en b, et avec laquelle on aurait eu 


PXa) = F(Xo— 0) — FX), 
PLXSZS Yo] = F(Yo+ 0) — FXo)}, 


sauf pour Ÿ,— 4, auquel cas les formules seraient différentes. 

Ce n’est donc que très artificiellement que nous avons attaché 
à ® une fonction F déterminée; si l'on remarque qu'avec les deux 
conventions précédentes on a 


P(Xo) = F(Xo—0)—F(K5—o), 
PIX<T<Yol = F(Yo-+ 0) — F(Xo— 0), 


en posant F(a — o0})= F(a), F(b+o)— F(b}), on sera conduit 
à considérer qu’à ® est attachée n'importe laquelle des fonc- 
tions F(X) à variation bornée vérifiant .les relations précé- 
dentes. Deux fonctions F(X } satisfaisant à ces conditions ne dif- 
féreront, à une constante additive près, qu’en certains de leurs 
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points de discontinuité; inversement, si F(X) répond à la ques- 
tion, toute fonction à variation bornée, égale à F(X } en tous les 
points où elles sont toutes deux continues à la fois, y répond aussr. 
Nous retrouverons souvent cette indétermination de F(X) à 
laquelle il faut tout de suite penser dès qu’on arrive à des con- 
clusions qui semblent contradictoires. 


Examinons le passage inverse d’une fonction à variation bornée 
F(X) à une fonction d’intervalles définie par les formules 


POXoL TE Yo] = F(Yo+o0o)— F(X5— 0), 
PIX] = F(Xo+ 0) — F(Xy— 0) 


et celles qui en résultent pour les ensembles ouverts ou à demi 
ouverts quand on veut que ® soit additive. Nous voulons prouver 
que la fonction ® ainsi obtenue est complètement additive. 
Considérons un intervalle A — (/<x<m) et divisons-le par un 
ensemble réductible de points en la famille des intervalles ouverts 


ô;—(l;< r << m;) 


contigus à E et les points de E, parmi lesquelles se trouvent / et m, 
Lys Lay +... On aura ainsi la division la plus générale d’un inter- 
valle en parties sans points communs, à ceci près qu'on pourrait 
réunir 9; et une ou deux de ses extrémités pour constituer un 
intervalle demi-fermé ou fermé. La formule à démontrer est donc 
P(A)= Éb(ô;)+ED(-r,), 
c'est-à-dire 
FCm + 0)—F(1—0) 
= É[F(mi—o)—F(li+o)]+ EF (r+0) — F(zx;—o)}]. 


Or cette formule résulte (p. 62) de ce que F est à variation 
bornée. 
Si l’on prend convenablement l’ensemble E, la somme 


EDG )| + Ex); 
donnera une valeur aussi approchée que l’on veut de la variation 
totale de ® dans A. Or cette somme s'écrit 


E}Fém+o)—F(l;—o)|+X 





F(ri+o)—F(x;—o)|, 


quantité qui s'approche autant qu'on le veut de la variation totale 
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de la fonction F,(x), F,(æ} étant la fonction déduite de F en 
modifiant celle-ci en ses points de discontinuité, sauf a et b si 
ceux-ci sont des points de discontinuité, de façon à obtenir une 
fonction continue à droite, sauf peut-être en &. 
Donc on a, entre la variation totale V(è) de (6) et la variation 
totale “(X) de F,(X) dans a£x<X, 
Fia<r<X]=e(X). 


Entre les variations totales positive et négative de ®(G), soient 
P(Sjer N(è), etlés varialions totales positive et négative de F,(X), 
soient p(r)etn(x);ona 

P(B)= P(8)— NI, V(è)= P(È)+ N(G), 
F(X)—F(a)= p(X)— n(X), P(X)= p(r)+ n(x), 
d’où 
Pfa<zr<X]=piX), N[a<æ<N]=n(X), 
relations qui achèvent de fixer les relations entre F(X) et p(à). 

On verrait facilement que les fonctions des sauts de D(8), P(ô), 
N(è), V(S8), fonctions qui se définissent comme celles de Y(E). 
P(E), N(E), V(E), sont les fonctions d’intervalles qui se déduisent 
des fonctions des sauts de F(X) ou F,(X), de p{x), de n(x), 
de v(x). 


II. — Les fonctions absolument continues. 


Ayant ainsi étudié le passage de F(x) à une fonction d’inter- 
valle d(3), demandons-nous si nous pouvons déduire de P(ô), 
complètement additive, une fonction d'ensemble W(E) complète- 
ment additive. 

Il est clair que W{E) ést définie pour tous Îles intervalles fermés 
ou ouverts: de l’additivité absolue on déduit la valeur de W(E) 
pour tous les ensembles mesurables B, puisque ces ensembles 
peuvent être oblenus par des sommes ou des différences à partir 
des intervalles (). Mais pour atteindre tous les ensembles mesu- 


RE 


(‘) Seulement tout ensemble mesurable B peut être oblenu de plusieurs 
manières par des additions et des soustractions, la définition de W(E) ne serait 
dune complète pour les ensembles mesurables B que si nous prouvions qu'elle 
est exempte de contradiction et cela sans utiliser la condition d'absolue conti- 
nuité qui va étre introduite, 
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rables, 1] nous:faudra nous appuyer sur la seconde propriété de 
l'intégrale indéfinie que nous avons nommée l’absolue continuité. 


Üne fonction W(E) est dite absolument continue si, à tout 
e positif, on peut faire correspondre un nombre n tel que la 


condition 
m(K)£n entraine  |W(E)|<e. 


En réalité cette propriété n'a été utilisée que pour des fonctions 
additives et c’est seulement pour de telles fonctions qu'elle mérite 
d’être considérée comme définissant un mode de continuité. Soient, 
en effet, Ÿ une fonction additive et E, et E, deux ensembles. 


Posons 
= E+e:, E,=E+e, 


E étant la partie commune à E, « E,; Eete, d’une part, E et e, 
d'autre part élant sans point commun. 

Convenons de dire que les deux ensembles F,etE, sont distants 
de('}si lon a 

me; )<"n, m(e:)<"n. 
On a 
DPCE)— WE) = WE) + W(e)]—[Y(E) + Fes) 
= | We )—W(e)| <|W(e )| +]W(e) I£2e; 


ainsi, à deux ensembles E, et E,, peu distants, correspondent des 
valeurs de la fonction peu différentes; il s’agit bien d’une sorte de 
continuilé, et même d’une continuité uniforme (2). 

Ce mode de continuité a tout d’abord été remarqué pour les 
intégrales indéfinies; on à, en effet, la proposition que voici 
L'intégrale d'une ones sommable f(x), étendue à un 
ensemble variable K, tend vers zéro avec la mesure de E. En 
effet, nous Savons qu "on peut choisir N de facon que les inté- 
grales Î o dx, f o,x4r différent de moins de . o étant la 

de À 


‘A 





(") M. Borel dit que E, et KE, différent de deux r,; expression meilleure à 
certains égards. 

(?) Une fonction complétement additive d'ensemble mesurable, qui est con- 
linue à la facon du texte, c'est-à-dire eu égard à notre notion de distance de 
deux ensembles, pour tout ensemble mesurable, est nécessairement uniformé- 
ment continue; ce mode de continuité uniforme est ce que nous appelons l’absolue 
continuité. 
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valeur absolue de / et 9x, étant la fonction qui se déduit de 9 
comme il a été indiqué (p. 125). Soit alors Ë un ensemble de 


mesure au plus égale à =N! divisons E en l’ensemble e, de ceux 


de ses points où 4,4 est nul et l’ensemble e, de ceux de ses points 
où Enx est positif. 


On a 


A x) dr 








— | f# æ) dx + ff æ) dx 


< feus+] fre < 
63 Oz | 


Une intégrale indéfinie W(E) est donc une fonction abso- 








€ 
LNinées)<-+N 2 Es, 
(e)2: 2 N 


EE | 4 


lument continue. 


D'une fonction complétement additive et absolument con- 
inue W(KÉ) nous déduirons une fonction d'intervalle W(ê) com- 
plètement additive et absolument continue; cette dernière dénomi- 
nation exprimant que, quels que soient les intervalles à,, 02, ..., 
sans point commun deux à deur, lu somme Zp(ù;) tend vers 
séro avec Ém(ë;). On pourrait dire aussi que la somme Ë| D(;)| 
tend vers zéro, car dans Z2dD(3;) nous pourrions ne conserver que 
les termes positifs, fournissant À’, ou que les termes négalifs, 


fournissant — Ÿ", el comme ZX’ et Z”" doivent tendre vers zéro, 
E|D(à;)i = À + ÿ" doit aussi tendre vers ‘zéro. Par intervalles, 


sans point commun, on peut maintenant entendre intervalles sans 
point intérieur commun, car l'absolue continuité de V'(E) ou 
de D(à) entraîne évidemment que ces fonctions soient nulles pour 
tout intervalle réduit à un seul point, c’est-à-dire soient continues 
en tout point. 

Si l'on passe ensuite d’une fonction ®(8) ayant les deux pro- 
priétés considérées à une fonction F(X), F(X) est à variation 
bornée et absolument continue, c'est-à-dire que, pour tout sys- 
tème d'intervalles (a;, Bi), sans point intérieur commun deux 
à deux, la somme X[F($;) — F(x;)] tend vers séro avec {a 
somme des mesures des (ax;, B;). Ici encore, on peut à volonté 
mettre ou non un signe| | sous le signe Ÿ; remarquons aussi que 
l’absolue continuité de F(X.) entraîne pour F(x) la continuité au 
sens ordinaire et que F(x) soit à variation bornée. 
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Si, réciproquement, on part d’une fonction F(X) à variation 
bornée et absolument continue, on en déduira une fonction (à) 
ayant les deux propriétés indiquées. Cherchons maintenant une 
fonction d’ensemble W(E) ayant aussi ces deux propriétés et se 
réduisant à ®(9) sur les intervalles. Il est clair que s’il s’agit de 
calculer W(E) pour un ensemble E nous pourrions procéder 
ainsi : on détermine un ensemble À; d’intervalles distant de E de 
moins d’un nombre positif n;; ce qui est facile, par exemple, en 
enfermant E dans des intervalles. Pour A; on connaît W(A;) 
comme égale à la somme des valeurs de ® -pour les divers inter- 
valles constituant AÀ,;. Puis on fait tendre »,; vers zéro et D(A;) 
tend vers [a valeur cherchée W(E). 

Cette valeur W(E) existera donc si, quand on remplace À; par 
un autre ensemble d’intervalles, B;, distant aussi de E de moins 
de n;, | W(A;) — Y(B;)| tend vers zéro avec n;. Or, il en est 
bien ainsi, puisque À; et B; sont évidemment distants de 2n; au 
plus (*). Finalement W(E) se calcule à l’aide de sommes d’accrois- 
sements F(B)—KF(x), pour cetle raison nous dirons aussi que 
W(E) est l'accroissement de F(X) dans l'ensemble F. 

Ainsi les trois familles de fonctions : fonction d'ensemble abso- 
lument continue et complètement additive, fonction d’intervalles 
ayant les deux mêmes propriétés, fonction d'une variable absolu- 
ment continue et à variation bornée, se correspondententièrement. 

En.particulier, nous voyons que l'intégrale indéfinie, fonction 
d'une variable, d’une fonction f(x) détermine entièrement 
l'intégrale indéfinie, fonction d'ensemble de f(x). Et nous 


avons appris à calculer ft) dæ, à parur des intégrales de f(x) 
E 





(!') Ce mode d’extension à tous les ensembles mesurables d’une fonction définie 
seulement dans la famille des ensembles d'intervalles est à rapprocher de la propo- 
sition que M. Baire appelle principe d'extension (voir BaiRk : Lecons sur Les 
theories générales de l'Analyse), dont l'application la plus connue est la défi- 
nition de l’exponentielle et qu'on peut énoncer ainsi : Si une fonction f(x) est 
définie pour toutes les valeurs rationnelles de x et si elle est uniformement 
continue dans l'ensemble de ces valeurs, on peut la prolonger, et d'une seule 
manière, à toute valeur de x de facon qu'elle reste continue. 

On pourrait réunir cette propriété et celle qui vient de nous servir dans un 
énoncé unique; on imiterait pour cela les considérations développées par 
M. M. Fréchet dans sa Thèse (Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, 
1906 ). 
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dans les divers intervalles, par un procédé analogue à celui qui 
permet de calculer m(E) à partir de la mesure des intervalles. 

La propriété précédente entraîne celte conséquence très impor- 
tante : deux fonctions f.(x)et f:(r), qui ont méme intégrale 
dans tout intervalle, sont égales, sauf tout au plus aux points 
d'un ensemble de mesure nulle. En effet, deux telles fonctions 
ont, par hypothèse, même intégrale indéfinie F(X), donc même 
intégrale indéfinie W(E) ; or, comme E[(/f, — f:),< o] est la limite, 
poure >oettendant verszéro,deE[f,—f:)>e]+E{(f:—f)>el], 
pour < assez petit l’un des deux ensembles qui viennent d’être 
nommés serait de mesure non nulle si j, et 2: différaitent en un 
ensemble de points de mesure positive (‘}). Et ilest clair que, 
dans cet ensemble e de mesure non nulle, l'intégrale de la fonc- 
tion /,— /f;, constamment supérieure à €, ou constamment infé- 


rieure à <, ne serait pas nulle. En d’autres termes, Jfidz 
ë 


et fr dx différeraient, ce qui est contraire à l'hypothèse. 
e 


Ainsi une fonction f(x) est déterminée, sauf aux points 
d'un ensemble de mesure nulle, par la connaissance de l'une 
quelconque de ses intégrales indéfinties. 

L’indétermination qu’on rencontre dans cet énoncé est bien 
effective; car, si l’on modifie arbitrairement f(x) aux points 
d’un ensemble de mesure nulle arbitrairement choisi, on ne 
modifie pas ses intégrales indéfinies. Nous aurons plus loin à 
rechercher comment on peut calculer f(x) quand on en connaît 
une intégrale indéfinie; mais pour donner aux résultats qu'on 
obtiendra toute la portée possible, il sera commode de poursuivre 
quelque peu l’étade des fonctions d'ensemble. 


III. — Les singularités des fonctions non absolument continues. 


Des deux propriétés indiquées pour l'intégrale indéfinie fonction 
d'une variable : être à variation bornée et être absolument conti- 
nue. La première est contenue dans la seconde; en effet, pour 
une fonction F(X}) à variation non bornée, 1l est possible de 





(1) f, et f,, étant sommables, snnt mesurables, et l’ensemble des points où /, 
et f, différent est bicn mesurable. 


L'INTÉGRALE INDÉFINIE: DES FONCTIONS SOMMABLES. IÔI 


choisir (p.57) un système dénombrable d’intervalles non empié- 
tants et tels que la série E[F(B;) —KF (@;)] correspondante soit 
divergente ; or une telle série, d'après la définition même de 
l’absolue continuité (p. 158), est toujours convergente pour une 
fonction absolument continue. 

Au contraire, il existe des fonctions continues et à variation 
bornée qui ne sont pas absolument continues; la fonction &(x) de 
la page 56 en est un exemple. En effet, E(æ)a une variation 
totale égale à 1 dans tout système d’intervalles enfermant Z et 
cela bien que Z soit de mesure nulle. 

Lorsque l’on considère une fonction F(X) à variation bornée, 
pour estimer dans quelle mesure elle s’écarte de l’absolue conti- 
nuité, il suffit de prendre des ensembles d'intervalles de mesures 
au plus égales à n et de former pour eux les sommes + X/ et —— £” 
des différences F(B;) — F(x;) positives et des différences néga- 
tives. En choisissant les (x;, 'B;) de toutes les manières, Z' et X” 
ont deux limites supérieures M'{n), M'(n) qui, quand on fait 
tendre n vers zéro en décroissant, tendent en décroissant vers 
deux limites p,,et 4. Il est clair qu’on peut dire que F(X) s’écarte 
de l’absolue continuité : dans le sens des variations positives 
de Po, dans le sens des variations négatives de R,9, au point de 
vue de la variation totale de p, + n4. 

Ces nombres n, et p, auraient pu être définis en appliquant le 
procédé précédent non plus à F(X) mais respectivement à sa 
variation positive P(X) et à sa variauon négative N(X); c’est- 
à-dire qu’on aurait remplacé + X', par exemple, par la somme des 
variations positives de F (3) dans tous les intervalles (æ;, B;). 
En effet, en opérant ainsi nous avons Z[P(B;)— P(a;)]; mais, 
dans (x;, Bi), on peut trouver des intervalles non empiétants (x;;, B;) 
tels que toutes les différences F(8;;) — F(«;;) soient positives et 
que leur somme, pour j seul variable, diffère aussi peu que l’on 
veut de P(B;) — P(x;); on a donc, en choisissant bien les (a; ;, B; ;), 


E[P(B)— P(a)]—e < EL F(Bi,;) — Foi,;)]S E[P(8:) — P(œ)] 


et, comme la mesure de l’ensemble des (&;,;, B;,;) est au plus celle 
des (a;, B;), les deux procédés de définition de p, sont bien 
équivalents. Ajoutons qu’on peut évidemment exiger que chaque 
système d’intervalles employé n’en contienne qu'un nombre fini. 
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À chaque mode de définition de ps, de n°, donc de o— Po+ 7; 
correspond évidemment une formulation différente de la condition 
d'absolue continuité. 

Désignons par P,(X), N,(X}), V;(X) les nombres Po, Ro; Vo 
relatifs à l'intervalle (a, X), il est évident que dans l’intervalle 
positif (æ, X) les nombres po, R9, vo sont P;(X)—P;(«), 
N,(X)— Nix), VX) — Vi(x); Il est clair aussi que ces trois 
nombres sont positifs ou nuls et au plus égaux respectivement 
à P(X)—P(a), N(X) — Na), V(X)}— V(x). En d’autres 
termes, les six fonctions P,(X}), N;(X), V;(X); P(X)—P,(X), 
N(X)—N;(X), V(X) — V,(X) sont non négatives et non 
décroissantes. Ces fonctions ne sont actuellement définies que 
dans a << X <b; nous les prendrons égales à zéro au point a et 


nous poserons 
F(X)=P;(X)— N,(X). 


Les fonctions F,, P,, N,, V, sont dites les fonctions des singu- 
larités de F, P, N, V; voici leur propriété caractéristique : 
si F,(X) est la fonction des singularités d’une fonction à 
variation bornée F(X), la différence F(X) — F,(X) est abso- 
lument continue et F;(X) est, de toutes les fonctions G.(X) telles 
que la différence F(X) — G.(X) soit absolument continue, celle 
qui a la plus petite variation totale, et qui s'annule pour x — a. 

Il est évident, d’après la définition même de P, et de N:qu'il ne 
saurait y avoir une fonction corrective G;(X) ayant des variations 
dans (a, X} inférieures à P,(X}), N;(X), V;(X) et que la seule 


fonction pour laquelle ces valeurs minima soient atteintes est 


F,(X) + const. 


Mais il reste à prouver que F,(x) est une fonction correctuve. 
Orona 
F(X)— FX) = [P(K) — P(X)I— INR) — NX]; 


comme les deux crochets du second membre sont positifs ou nuls, 
il faut donc prouver que le nombre p, relatif au premier crochet 
et le nombre n, relatif au second sont nuls. 

Si le nombre ps relatif à P(X)— P,(X) était égal à} = 0, c’est 


qu’on pourrait trouver dans (a, b) des points en nombre fini, 


T=A< mL Ta... <Læk= b, 
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tels que la mesure de l’ensemble des intervalles de rang pair 
(Lai, Lai) Soit inférieure à n et tels cependant que la somme 


SILP (az) — P,(ai)] — LP Csis)— Pia) 
surpasse À, Ce qui s'écrit encore 
EP) _ Pi )] 2 EP) + P;(æoi1)] + À. 


D'autre part, on peut trouver dans chaque intervalle de rang 
impair (Toi, Li, ) des intervalles (x, 5) dont la mesure totale soit 
aussi faible qu’on le veut et qui fournissent une somme 


E[P(B)— P(x)] 


au moins égale à Pi(Zoigs) — Ps(Z2i), d’après la définition même 
de P.. De sorte que l’on peut supposer que l’ensemble des (x, B) 
relatifs à toutes les valeurs de à ait une mesure inférieure à net 
que cependant on ait 


EL (3)— P(a)]2 EL Pi Cain) — Pan). 
D'où, par addition, 


SLP(æn)— P(œu)] + E[P(B)— P()] > à + EP) — Pi(a )] 
= À +P,(b); 


et ceci est impossible, d’après la définition de P,, puisque l’ensemble 
des (æai1, æa;) et des (a, 5) est de mesure 2n aussi petite que 
l’on veut. 

La proposition est donc démontrée, 

Posons F—F,+ AC, AC représente donc une fonction abso- 
lument continue : Le noyau de F. Les fonctions F et F, ont 
les mêmes sauts en tout point, donc la même fonction des sauts S 
(fonction © de la page 60). Si l’on pose 


F=S+G=EF,- AC=S + C,.+ AC, 


Cest la partie continue de F (fonction 4 de la page 6r)et C, est 
à la fois la partie continue de F, et la fonction des singularités de 
la partie continue C de F (!). 


———————— —_—_—_— —— 


(*) Le lecteur pourra démontrer que la fonction des sauts est, parmi toutes les 
fonctions correctives F telles que F — F, soil continue, celle qui a la plus petite 
variation totale. S et F, sont donc susceptibles de définitions analogues, 

Je laisse aussi de côté quantité de propositions à démonstrations faciles, comme 
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Considérons une suite I,, [,, ... d’ensembles d’intervalles dont 
les mesures tendent vers zéro et fournissant des sommes 2, AV, 
Z,AV,... tendant vers la plus grande limite possible 65 = V:(d). 
Les sommes analogues relatives à AC tendent vers zéro, à cause 
de l’absolue continuité de AC, donc les sommes Z,AV,, Z,AV;,... 
tendent aussi vers po. 

En supprimant au besoin certains des Î primitifs nous pouvons 
supposer que la série des mesures des f, est convergenle ; alors si 


nous désignons par 1? l’ensemble d'intervalles ds les 1? forment 


une suite possédant toutes les propriétés signalées de la suite 
des F, et, de plus, 1? contient Ie+1. Soit E, l’ensemble des points 
communs à tous les [?3 il est de mesure nulle et pour tout sys- 
tème d'intervalles ouverts (1) enfermantE, La somme DAV = 60. 

En effet, soit J un tel système d'intervalles, pour p assez 
erand 1? est contenu dans J sans quoi, comme l’ensemble K? 
obtenu en retirant de f? les parties contenues dans J contient KP+!, 
il existerait des points communs à tous les K?, donc à tous les 1?, 
et ne faisant pas partie de J, ce qui est impossible. Donc il 
fournit une somme YAV,au moins égale à celle que fournit 17 
pour p très grand, donc au moins égale à #,, donc exactement 
égale à r, puisque aucune somme ZAV, ne saurait surpasser 
vo— V;(d)- 

Lorsqu'un ensemble est de mesure nulle et que tout système 
d'intervalles ouverts l’enfermant donne une somme XZAV, égale 
à w, c’est-à-dire donne une somme ZA V au moins égale à Po, cet 
ensemble est dit l’ensemble des singularités de K parce que, en 
un certain sens, toute la variation de F; est concentrée aux points 
de cet ensemble. 

L'ensemble E, que nous venons de construire est donc l’ensemble 
des singularités de F, où si l’on veut un ensemble des singularités 
car il est clair que l’ensemble des singularités est très indéterminé. 


eee 


celle-ci : les fonctions des singularités et des sauts d’une somme sont les sommes 
des fonctions des singularités et des sauts des fonctions additionnées. 

(*) C'est-à-dire que les points de E, sont intérieurs, au sens strict, aux inter- 
valles considérés; pour la construction dg E, les intervalles formant les IF étaient 
au contraire pris fermés; c'est-à-dire que l'on considérait comme faisant partie 
de Ir les extrémités des intervalles constituant [?. 
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Par exemple, en ajoutant à E, un ensemble quelconque de mesure 
nulle on a encore un ensemble des singularités. 

Tout ensemble des singularités contient nécessairement les 
points de discontinuité de F; mais ce sont les seuls points qu'il 
contient nécessairement. Soit, en effet, x, un point de continuité 
de F et supposons qu’il appartienne à E,; considérons un 
ensemble L d’intervalles ouverts enfermant E,— r,. Cet ensemble L 
enferme les parties E! et E? de E, situées dans (a, x — €) 
et (Zoe, D), qui sont évidemment les ensembles des singularités 
de F dans ces intervalles. L fournit donc une somme XAV, au 
moins égale à V,(xy—e€) + [V:Cb) — V;(x0+ €). Or, par hypo- 
thése, V,(xo+e) — Vi(æo—e) tend vers zéro avec &, donc L 
fournit une somme XAV, égale à V,(b). 

De même, de l’ensemble des singularités on peut retrancher une 
infinité dénombrable arbitraire de points de continuité de F, sans 
que l’ensemble cesse d’être ensemble des singularités. 

Considérons la fonction 


F(æ)=E(e)+ (2e) + EC) + DE(2æ) +. 


ë(æ) étant la fonction de la page 56 mais supposée prolongée en 
dehors de (0, 1) de façon qu’elle ait la période 2 et qu'elle soit paire. 
F(x) est continue et à variation bornée dans tout intervalle, elle 
n'est absolument continue dans aucun intervalle, de sorte que 
l'ensemble des singularités de F(z) est partout dense et que pour- 
tant il ne contient obligatoirement aucun point particulier ; tout 
point est qualifié au même titre pour entrer dans cet ensemble de 
mesure nulle (!). 

Soit E, l’ensemble des singularités de F(X}; alors pour toute 
suite d’ensembles d’intervalles ouverts enfermant E, et de mesures 
tendant vers zéro, on a 


limfZ AP + YAN]=limE AV = V,(b) = P,(b)+ N,(b); 
or limZAP et lim SAN ne peuvent surpasser respectivement 
P,(b) = ps, N:(b)=n0, 
a 


(1) Ge fait est paradoxal; on s'en étonnera moins en se disant que, pour 
calculer { f(x) dx, il faut bien garder des points de l'intervalle ou de l'ensemble 


auquel est étendue l'intégrale et que, pourtant, on peut enlever de l'ensemble 
n'importe quel point. 
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donc on a exactement 


lim X AP — p», Jim£AN — 7; 


E, est aussi l’ensemble des singularités de P(X) et de N(X). 

Inversement, de quelque manière qu’on ait déterminé les 
ensembles des singularités de P(x) et de N(x), leur réunion 
donne l'ensemble des singularités de F(X); car 1l est évident que 
la somme des ensembles des singularités des termes d'une somme 
est l’ensemble des singularités de la somme. E, étant l’ensemble 
des singularités de F(x), pour toute suite d'intervalles ouverts 
enfermant E, et de mesure tendant vers zéro, la somme 

YAF — E(AP — AN) — EAP —EXAN 


tend vers 
Po — A — P;(b) — Ns(b) — F,(8). 


En d’autres termes, le procédé qui a permis d’attacher à chaque 
ensemble E mesurable un accroissement Œ;(E) lorsque F était 
absolument continue — procédé consistant à enfermer E dans une 
suite d'ensemble d'intervalles ouverts (*) dont les mesures tendent 
vers celles de E et à prendre la limite des sommes ZAF fournies 
par cette suite d’ensembles d’intervalles — s'applique à une fonc- 
tion F à variation bornée quelconque lorsque l’on prend pour E son 
ensemble des singularités. Mais l’ensemble des singularités est le 
seul ensemble pour lequel ce procédé s'applique encore, du 
moins s’il s’agit d’une fonction continue. 

D'une façon plus précise, on pourra démontrer que si l’on 
appelle F,(x) une fonction égale à F(x), sauf aux points où l'on a 


F(r—o)=F(x-+0o)-F(x) 


pour lesquels 
FiCr)= F(£r—6), 


— c'est-à-dire si l’on appelle F,(x) la fonction qui fournit la 
même fonction d'intervalle que F(x}, mais qui est débarassée des 
singularités inutiles de F(x) — le procédé de définition précé- 
demment utilisé pour l’accroissement dans un ensemble d’une 
fonction absolument continue peut encore être employé pour F(x) 





(:) Lorsqu'il s’agit d'une fonction continue il importe peu que les intervalles 
soient ouverts ou fermés. 
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mais seulement pour les ensembles qui sont ensembles de sin- 
gularités pour F,(x). 

Par un procédé tout différent nous allons definir l’accroisse- 
ment de F(x) dans une classe étendue d’ensembles. Pour cela, 
décomposons F en S + C. A la fonction des sauts S nous attachons 
dans E un accroissement égal à 


dIF(&+0)—F(x—0)], 
E 


la sommation étant étendue à ceux des points de discontinuité 
de F qui appartiennent à E. 
Soit (x) la variation totale de C de a à x, le changement de 


variable 
0 — x + V(x) 


transforme C(x) en une fonction de’ 6, soit C(8) (‘). € ayant 
dans tout intervalle (0,, 82) une variation totale V(x:)— V(xi), 
inférieure à 0»—0,, a, par rapport à 8, des ñômbres dérivés 
inférieurs en valeur absolue à 1. C(4), étant absolument éontinue. 
a un accroissement déterminé dans chaque ensemble’ mesu- 
rable 95; mais à 6s correspond un ensemble E,. Nous convenons 
de poser pour définition de l’accroissement dans E, 


Ac(Ez) = Ap(6). 


Les ensembles E; que nous atteignons ainsi sont tous mesu- 
rables ; car si l’on enferme &4 et son complémentaire #% dans deux 
familles d'intervalles ayant des parties communes de mesure 
totale €, par le changement de variable de 9 à x on en déduit 
deux familles d’intervalles enfermant E, et son complémentaire F; 
et dont les parties communes ont au plus E par mesure; à un inter- 
valle (æz,, æ>) correspond, en effet, un intervalle (9,, 60;) de 
longueur égale ou supérieure, 





(1) J'avais utilisé ce fait pour l’étude de l'intégrale de Stieltjès; c'est M. de la 
Vallée Poussin qui, dans sa conférence du congrès de Strasbourg, en a indiqué 
l'utilisation actuelle. Antérieurement, M. de la Vallée Poussin avait montré 
comment on pouvait obtenir la fonction d'ensemble attachée à une fonction F(x} 
non absolument continue grâce à un procédé qui généralise exactément celui 
qui nous a conduit à la mesure des ensembles. Voir son livre déj4 cité et, plus 
loin, le Chapitre XI. 
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Mais on ne peut pas affirmer que l'accroissement soit défini pour 
tous les ensembles E; mesurables. En tout cas il est défini pour 
tous les E,; réduits à un intervalle ou à un point car pour eux 
les & sont des intervalles ou des points; le changement de variable 
transformant les additions et les soustractions d’ensembles en 
additions et soustractions ; il s'ensuit qu'aux ensembles E; mesu- 
rables B correspondent des 64 mesurables B et par suite l’accrois- 
sement de F est défini en particulier dans tout ensemble E, 
mesurable B. 

Pour énoncer le résultat, remarquons que V(x) désignant 
toujours la variation totale de F(x) de a à x, nous aurions pu 
raisonner directement sur F(x}en posant 


= r+ V(x), 


quand x est point de continuité de F, et, quand x est point de 
discontinuité, en lui faisant comprendre toutes les valeurs de & 


depuis 


Hh=rt+-V(r—o) jusqu’à {—=xz+V(r+o). 


La fonction  (t) sera telle que 
F{z+V(xz)]=F(x) 


six est point de continuité et, si x est point de discontinuité on 


aura 
F(t4)=SF[x+ V(x—o)]=F(z—0o), 


F(t:)=F[x+V(x+o)] = F(æz+o), 


# (t) étant linéaire entre £, et t. 
Alors il suffira de poser 


Arr) ( Ez) — Ag Ës) 


pour définir l'accroissement de F(x) par un procédé analogue au 
précédent et fournissant le même résultat, comme on le constatera 
de suite. Donc : on peut attacher à chaque fonction F(x) à 
variation bornée une fonction complètement additive d'ensemble 
que l’on appelle l'accroissement de F(x) et qui est définie 
dans une famille d'ensembles mesurables, variable avec F, 
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mais qui comprend toujours tous les ensembles mesurables B; 
c'est la famille des ensembles qui, par le changement de va- 
riable t—x+ V(x) convenablement interprété, fournit des 
ensembles mesurables en t. 

On a vu, par le procédé même qui nous a permis de cons- 
truire E,, que l’on pouvait toujours faire en sorte que l’ensemble 
des singularités de F soit mesurable B. Alors, pour cet ensemble, 
on a deux définitions différentes de l'accroissement de F, il faut 
vérifier qu’elles sont en accord. 

Or soit E; un ensemble mesurable B, il lui correspond un 
ensemble 6, ; enfermons &, dans des intervalles ouverts Ÿ, (')et 
dont on fera tendre la mesure vers celle de 6,. Si l’on a eu soin de 
choisir les Ÿ; de façon qu’ils n'aient aucune extrémité à l’intérieur 
des intervalles (4,, {,). correspondant aux points singuliers de F, 
ce qui est possible, ŸJ;'correspond à un enserable d’intervalles 
ouverts 1; (2?) enfermant E, et de mesure tendant dans celle de 
E,; la somme 2, AF tend alors vers Œk(E;) car elle est égale à 
Zy,A# qui tend vers AF(é:). 

Si donc EF, est l’ensemble des singularités de F, la seule chose 
nouvelle qui se présente c’est que nous ne’sommes plus obligés 
d'utiliser l'ensemble particulier 1; déduit des 4, pour calculer 
Ar (Er) ; on peut employer tout autre ensemble i, d’intervalles 
ouverts enfermant E, et de mesure variable et tendant vers zéro. 

Quand on se restreint (*) à la considération des ensembles E, 
auxquels correspondent des ensembles 6, mesurables, on peut 


dire que les ensembles des singularités sont ceux pour lesquels on 
a à la fois 
m(Ëx) = 0, Avax)(Ezx) = Vs(8). 


Déduisons de là que st E! et KE? sont pour F deux ensembles 
des singularttés, de cette catégorie, mesurables B par exemple, 
l'ensemble E'? des points communs à E' et à KE? est aussi 
ensemble des singularités de F. 


(:) Les intervalles de 3, qui auraient une extrémité en a ou en V seraient 
cependant pris fermés. 
_(?) Dans L, il pourrait y avoir pourtant un intervalle fermé en a ou en 6. 

(3) Je ne sais pas si cette restriction est effective, c'est-à-dire s’il y a des 
ensembles E, auxquels correspondent des €, non mesurables. 
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On a en effet 


AvaCEt) = Vs60)s Ava(Et + Et) = V,(8); 
Ava (Et + Et) = Auo(Et) — Êvr( Er — Et?). 
D'où 
Avr (E?— Et?) = 0, 
Avi (Et?) = Avr (E?) — Avr CE? — Et?) = rr(E?) = V:(8); 


le théorème est démontré. 

Étudions la fonction d'ensemble Ar:(E) qui vient d'être 
définie; pour cela remarquons que si, au début de cette théorie 
des fonctions d'ensemble, nous avons été naturellement conduits 
à nous occuper des fonctions définies sur tous les ensembles 
mesurables, cette condition n’était nullement essentielle - à nos 
raisonnements; les conclusions de ces raisonnements subsistent 
pour les fonctions d’ensembles définies seulement, ou connues 
seulement, pour les ensembles mesurables B. Il nous sera com- 
mode de parler des fonctions connues pour tous les ensembles 
mesurables B, parce que les ensembles E?, E* de la page 148, que 
l’ensemble E, de la page 164, sont mesurables B. 

La fonction &,,(E), ou simplement Œ(E), est définie pour 
tous les ensembles mesurables B et complètement additive dans 
la famille de ces ensembles. Elle est donc à variation bornée et a 
des variations S(E), AT(E), Ÿ'(E) qui sont aussi complètement 
additives; comment pourait-on calculer ces fonctions connais- 
sant F? 

On n’a pas toujours 

V(E) = Avau(E); 


l'exemple de F partout nulle dans (0,1) sauf pour x — = le montre 


de suite. (EE) est alors identique à zéro, donc aussi (E) et 


# =. Le I 
pour E réduit au point r — nona 


safe (E)| 


Pour écarter de telles singularités, modifions F(x) en ses points 
de discontinuité intérieurs à (1, b) de façon que la nouvelle fonc- 
uon F,(x) n'ait en aucun point deux sauts de signes contraires. 

Pour fixer les idées, prenons F,(x) continue à droite à l’inté- 
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rieur de (a, b). Soient V,(æx), P,(xz}), N,(X) les trois variations 
totales de F,(x); on va prouver que l'on a 


VCE) = Avui(E); PE) = Aryn(E);  AUCE) = Axy(E) ; 


É(a<zx£<b) est la limite supérieure des valeurs de Œ(E); mais 
chaque valeur de (E) peut se calculer à l’aide d’un systèmel, d’in- 
tervalles, donc (a£xS<b) est la limite supérieure des nombres 
Œ(lz) pour les systèmes I; d’intervalles ouverts, sauf peut-être 
en & et b. D'autre part P,(b) est la limite supérieure des nombres 
@(Jz) pour les systèmes J, d’intervalles fermés. Comme en bar- 
rant d’un système J; d’intervalles tous ceux qui donnent des AF, 
négatifs nous augmentons (J;), et qu’on peut réunir deux inter- 
valles donnant des AF, non négatifs et ayant une extrémité com- 
mune, on peut supposer les intervalles J; sans extrémités com- 
munes. Soit ({, m) l’un de ces intervalles, F,(x) étant continue 
à droite, l'intervalle !£x<m donne le même accroissement que 
l<x<m et presque le même que LLx<m+h, pour À très 
petit. 

Donc À (J;), pour J; formé d’intervalles fermés, diffère aussi 
peu que l’on veut de Œ(IS) pour 1; convenablement formé d’in- 
tervalles ouverts, sauf peut-être en a et b. Et l’on a 


Las r£b) = Apyr(a< z<b). 
Mais on aurait eu de même 
Æ(a<z£<X) = Ap{r(a£x<X), 


d’où il résulterait que, dans tout intervalle I ouvert, fermé ou à 


demi fermé, on a 
LL) = AP, (1); 


puis on déduirait l'égalité $(E) = Ap,4(E) pour tous les 
ensembles mesurables B. 

Les égalités analogues relatives à 9Ù et Ÿ en résultent. 

Soient F,,, V,,, P,,, N,, les fonctions des singularités de F,, 
V,, PIN, Vis, P,,, N,, sont les trois variations de F,.. À ces 
fonctions, qui sont continues à droite à l’intérieur de (a, b), cor- 
respondent des accroissements Œ$(E), W,(E), &(E), AU(E) 
liés entre eux comme &, Ÿ, T, 91. Ces fonctions &,, Y,, &,, 91, 
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sont dites les fonctions des singularités de &, V, &, IT. Comme 
F,,(x) est la fonction de plus petite variation totale telle que 
F,(x)—F,,(x)soit absolument continue, la fonction des singula- 
rités d’une fonction A(E), complètement additive d'ensembles 
mesurables B, est, parmi toutes les fonctions correctives A (E) 
rendant Œ(E) — AE) absolument continues, celle qui a la 
plus petite variation totale. 

L'ensemble des singularités de F,, pris mesurable B, est dit 
l'ensemble des singularités de Œ(E). Ainsi, par ensemble des 
singularités d’une fonction A(E) additive d'ensemble mesu- 
rable B, nous entendons tout ensemble E, mesurable B, qu est 
de mesure nulle et pour lequel la fonction ‘V(E), variation 
totale de A(E), atteint la plus grande des valeurs qu’elle 
peut atteindre sur des ensembles de mesure nulle. 

L'ensemble des singularités de Ÿ(E) est par conséquent un 
ensemble E,,® en lequel 


#[E,c | —= P:(8) = Æs[Eæ |; 


pour tout ensemble E, n’ayant aucun point commun avec E,®, 
&,;(E) sera par suite nul, puisque #, ne peut être ni négatif ni 
supérieur à P,,.(b). L'ensemble E,;.@ est l’ensemble en lequel 
F,(E), ou #,(E), atteint sa limite supérieure. L'ensemble 6,7% 
des singularités de QUE) est celui en lequel #,(E), où — IT(E), 
atteint sa limite inférieure. L'ensemble &,4 + &,,x est l’ensemble 
des singularités de &(E ). 

L'ensemble des singularités d'une fonction À complète- 
ment additive d'ensemble mesurable B se décompose en deux 
ensembles sans points communs qui sont respectivement les 
ensembles des singularités de la variation positive de À et de 
sa variation négative ; nous avons vu, en effet (p. 148), que les 
ensembles EP? et E*, en lesquels une fonction [ici #,(E)] atteint 
sa limite supérieure et sa limite inférieure, peuvent être pris sans 
points communs. 

Ainsi les ensembles des singularités de P,(x) et N,(z) peuvent 
être pris sans points communs et l’on peut supposer qu'aucun 
point singulier de F(x) ne fait partie de ces ensembles, puisque 
ces points singuliers ne forment qu'un ensemble fini ou dénom- 
brable. Mais pour avoir l’ensemble des singularités de F(x) 1l 
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suffit d'ajouter à l’ensemble des singularités de P,(x}) les points 
en lesquels F(+) a au moins un saut positif. Donc les ensembles 
des singularités des variations positive et négative, P(x) 
et N(x), d’une fonction à variation bornée, F(x), peuvent 
être pris sans autres points communs que ceux en lesquels F(x) 
a un saut de droite et un saut de gauche différents de zéro et 
de signes contraires. 

De toute cette analyse 1l faut retenir surtout qu’une fonction 
complètement additive d'ensemble mesurable B est absolument 
continue st, et seulement si, elle a une valeur nulle sur tout 
ensemble mesurable B de mesure nulle. La fonction est alors 
prolongeable à tout ensemble mesurable (!). 





{1} On comparera cet énoncé avec celui.de la page 151. 


nt À) ne —— 


CHAPITRE IX. 


LA RECHERCHE DES FONCTIONS PRIMITIVES. 
L'EXISTENCE DES DÉRIVÉES. 


I. — La recherche des fonctions primitives. 


Soit F(x) une fonction ayant une dérivée f(x), nous savons 
que f(x) est mesurable, car c’est une fonction de première classe 
(p: 99). Supposons que f(x) soit bornée, alors r[# (x), x, x +h] 
est aussi borné, quels que soient x et L. Et puisque f(x) est la 
limite pour À = 0 de r|#(x), x, x + h} on peut écrire, d’après 
un théorème énoncé à la page 125, 


er - h)— F(x)ldr 





JC) de = lim * = F(x)—TF(a), 


D 


Œ 


car # (x) est une fonction continue. 

Donc les fonctions d’une variable intégrales indéfinies d'une 
dérivée sont ses fonctions primitives. Nous avons résolu le pro- 
blème fondamental du calcul intégral pour les fonctions bornées. 
De plus, nous avons un procédé régulier de calcul permettant de 
reconnaître si une fonction bornée est ou non une dérivée (t). 

Pour aller plus loin, démontrons que les nombres dérivés d’une 
fonction continue sont mesurables et même mesurables B. Con- 
sidérons pour cela une suite de foncuons &,, u2, ..., et les fonc- 
tions u, & égales, pour chaque valeur de +, à la plus grande et à 
la plus petite des limites des w,, limites prises pour x constant 
et 2 croissant indéfiniment; ce sont les enveloppes d’indétermi- 
nation de la limite des w. Voici comment on peut obtenir l’enve- 





(:) Comparez avec la page 89. 
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loppe supérieure u; v; est la fonction qui, pour chaque valeur 
de +, est égale à la plus grande des fonctions &,, ua, ..., u;; 
æ, est la limite de la suite croissante v,, b, Va, «5; w: se définil 
à partir de u;, U;i,1, ..., comme #, à partir de ui, Ua, ...; u est 
la limite de la suite décroissante w,, æ2, . :.. Si les w,; sont des 
fonctions continues, 1l en est de même des »;, les æ; sont donc au 
plus de première classe et u au plus de seconde classe. Un raison- 
nement analogue s'applique à w. S1 l’on suppose seulement que 
siles w; sont mesurables, on voit que u et u le sout aussi et cela ne 
suppose pas que les u;, que w et « soient partout finies. 

La définition des enveloppes d’indétermination aurait pu être 
donnée pour une fonction g(+, h), où À est un paramètre rempla- 
çant l'indice de la fonction u;. L’un des nombres dérivés de f(x) 
est l’une des enveloppes d’indétermination de r[ f(x), x, x +h], 
quand on fait tendre À vers zéro, par valeurs de signe déterminé. 
Mais r[f(x), x, x + |] étant continue en (x, ) pour h fo, on 
peut, comme nous allons le voir, remplacer, pour la recherche de 
ces enveloppes, l’infinité non dénombrable des valeurs de } par 
une suite de valeurs de À tendant vers zéro et convenablement 
choisies. Les nombres dérivés sont donc, lorsqu'ils sont finis, au 
plus de seconde classe et en tout cas mesurables B (!). 

Mais :l faut prouver que l’on peut, comme il a été annoncé, 
remplacer la considération de la valeur continue À par celle d’une 
suite de valeurs de A. S'il s’agit des nombres dérivés à droite, 
c’est-à-dire des valeurs positives de }, nous prendrous une suite 


] 1 I 
contenant les nombres #, PE. el, de plus, contenant entre 
c l 
1 I 


" ir des nombres divisant cet intervalle en assez de parties 





égales pour que, lorsque A varie dans une de ces parties, l’oscilla- 
on de r[ f(x), x, x + A] reste inférieure à “ æ restant conslant 
etayant w'importe quelle valeur. Il est bien clair que cette suite 
doune, pour plus grande et plus petite limite de r, les deux 
nombres dérivés à droite de f(x). Les nombres dérivés sont 
donc mesurables et l’on peut espérer que, dans des cas étendus, 


(*} Cette dislinction est nécessaire car nous n'avons appliqué la classification 
de M. Baire qu'aux fonctions partout finies. Mais on peut “Lendre celte classili- 
cation à toutes les fonctions. 
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l'intégration des fonctions sommables nous permettra de trouver 
une fonction connaissant l’un de ses nombres dérivés. 

Au Chapitre V, nous avons démontré qu’une fonction continue 
ayant son nombre dérivé supérieur à droite, par exemple, cons- 
tamment nul, était constante en calculant de façou approchée 
l'accroissement subi par cette fonction, à l’aide de la considération 
d’une chaîne d’intervalles: C’est le même procédé de calcul que 
nous allons appliquer à une fonction continue f(x) dont nous 
supposerons connu le nombre dérivé supérieur à droite À f(x) 
dans un intervalle (a, b). 

À partir de a, nous allons couvrir (a, b\) d'une chaine d’inter- 
valles satisfaisant aux conditions qui vont être indiquées (!) : 


1° Chaque intervalle a une longueur au plus égale à un 
nombre positif À que l'on fera par la suite tendre vers zéro. Alors 
si l’on prend les sommes p et — n, formées respectivement des 
accroissements positifs et négatifs, fournies par la chaîne, on sait 
que, lorsque À tend vers zéro, p et + n tendent respectivement 
vers les variations totales positive et négative, P et N, et cela uni- 
formément à un certain égard, comme il a été dit page 53. 

Nous allons nous proposer seulement le calcul de P. On sait 
qu’on obtient une valeur approchée de Pen faisant la somme des 
accroissements positifs de f(x) donnés par les intervalles de la 
chaîne. Or, l'intervalle (x5, x, + À) donne un accroissement égal 
à hr[f(x), Zos Lo + A], et ce nombre r est une valeur approchée 
de Af(æo). Il convient de préciser cette approximation; pour 
cela nous partagerons (a, b) en les ensembles 


E[£e<A f(x) <(l-- 12] Ka, 


relatifs aux diverses valeurs de / entières, positives, négatives et 


(?) Pour satisfaire aux exigences logiques, indiquées en note page 67, il con- 
viendrait d'ailleurs, ce qui serait facile, de préciser ces conditions pour que la 
construction de la chaîne ne comporte plus aucun choix; nous ne nous y arré- 
terons pas. 

La condition 1° est en réalité inutile; les conditions 2° et 4° suflisent. 

On pourra remarquer que ce qui suit ne suppose à aucun moinent que A f(x) 
soit le nombre dérivé supérieur à droite de f(z}), mais sculement que A f est 
mesurable et compris en tout point entre les deux nombres dérivés à droite 
de f(x); AS AA. De nos considérations résulte alors que f'est déterminée 
par A7, quand Af est sommable. C’est la réponse à une question posée par 
M. Denjoy. 
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nulle, £ étant un nombre positif, très petit, et en les ensembles 
ETAJ(æ) =+o]=E#, ETA/(x) =—ceo]= EE"; 
Puis nous poserons la condition : 


2° Si x, est l’origine d’un intervalle (x,, x,+h) de la 
chaîne, on aura 


(l—i1)s<r[ f(x), æo, &o+ h) SL + ie, st y 651 point de Ky, 
M<r[f(x), Zo, &o +), sé æ, est point de Er, 


r[ f(x), &o, &o+ h)<— M, st æ, est point de Ki; 


M étant un nombre positif arbitraurement grand. 

Les intervalles de la chaîne ayant pour origine des points de Ef, 
des points des E, à indice positif et certains points de E, sont seuls 
à considérer dans le calcul de P. 

Les intervalles ayant pour origines des points de Ef? ont une 
contribution de la forme M'A, M étant au moins égal à M et 
AP étant la longueur totale des intervalles issus des points de Er. 
Ceux qui ont pour origines des points de E, {=> a, ont une contri- 
bution égale à leur longueur totale A; multipliéte par uu nombre 
compris entre ({—i)eet ({ + 1)e; en d’autres termes, cette contri- 
bution est Ale à Aze près au plus. Ce résultat est vrai aussi pour les 
intervalles ayant pour origines des points de E,, car la contribu- 
tion de ces intervalles dans la valeur approchée de F est au 
plus A,e. Donc on peut prendre pour valcur approchée de P 


+ © 
P =Y Ayde + M'A, 
] 


puisqu'on ne s'écarte de la valeur donnée par la chaîne que 
de eÿ 4 au plus, soit au plus e(b— a). 


Il Bi maintenant pouvoir évaluer les A, el A7; pour cela, nous 
supposons que l’on ait enfermé chacun des ensembles que nous 
avous considérés dans un ensemble d'intervalles; nous aurons 
ainsi les ensembles A,, Aë?, At formés chacun d’intervalles non 
empiétants. Chacun d'eux surpasse en mesure l’ensemble de même 
indice d’une quantité &,, efP, el que nous pourrons choisir aussi 
petite que nous le voudrons. 
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+ 


+ © 
Supposons donc que les séries ef? + ei +Y €4 et] [|e soient 


convergentes el aient des sommes arbitrairement petites n et £. Et 
posons la condition : 


3° Chaque intervalle de la chaîne est enfermé tout entier 
dans l’ensemble À qui enferme l’ensemble auquel appartient 
son origine. 

Alors A7 est au plus égale à m(E;)+e, et au moins égale 
au plus grand des deux nombres : o ou m(E;)—n; pour A? on 
a des limites analogues. De là se déduisent des limites inférieure et 
supérieure pour p; la limite inférieure est 


S'EMCE)— 5} € = M[m(Er)—n]. 
ô 


les termes positifs étant seuls conservés dans XP. 
Cette somme ne contient donc qu'un nombre fini de termes, 
nombre variable avec n. Ces termes sont inférieurs à ceux de 


S mL) Le, 
ô 


mais tendent respectivement vers ceux-ci pour n tendant vers zéro. 
Or on peut faire tendre n vers zéro, d’où la limite 


zæ 


D'mCEr)le + M m(E); 


U 


puis on peut prendre & arbitrairement petit, M arbitrairement 
grand, donc on a, l'intégrale ayant une valeur finie ou infime, 


P > f A fdz+Mm(E#), 
EOLA f<+x|] 


quel que soit M. P ne sera donc fini que pour 


m(Efr) — 0 el J. À f dx 
EùA f<+x) 


finie. Concluons en nous rappelant que l’on aurait pu prendre 
pour A f(x) l’un quelconque des quatre nombres dérivés, et qu’il 
y a pour N une imégalité analogue à celle trouvée pour P. 
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Une fonction continue et à variation bornée a ses nombres 
dérivés finis PRESQUE PARTOUT (‘}; ses nombres dérivés sont 
sommables dans l’ensemble des points où ils sont finis; ses 
trois variations totales P, N, V véréfient les relations 


b 
P2f afaz= | [A IAS|]dx, 
E[0<A f1 a ? 


b 
N> de —A\fdx=— > à 
ELA f<9] & 


b 


v2f LA | dx. 


Af étant l’un quelconque des quatre nombres dérivés; les 
points où À f est infini étant exclus des ensembles ou inter- 
valles d'intégration. 


[IA fI—A/f]dx, 


ND + = 


Supposons maintenant le nombre dérivé supérieur à droite 
Af sommable sur l’ensemble E[o <Af< +] et supposons 





(") Nous conviendrons de dire qu’une propriété a lieu presque partout dans 
un intervalle (a, b), ou sur un ensemble €, si les points de (a, b) ou de £ en 
lesquels elle n’a pas lieu ou bien n’existent pas, ou bien forment un ensemble de 
mesure nulle. 

Cette locution, introduite dans la première édition de ce Livre, a été générale- 
ment adoptée. Si l’on se rappelle que M. Denjoy n’a pas trouvé suffisamment 
précise et qu'il a rejeté l'expression : le point P est point de l’ensemble E, on ne 
s'étonnera pas qu’il ait jugé inadmissible la locution presque partout qui, à son 
avis, a deux sens : l’un qualitatif ou descriptif, l'autre quantitatif ou métrique. 
Je pense qu'il faut entendre par là qu’on aurait pu convenir de donner à presque 
partout la signification suivante : exception faite des points formant un 
ensemble partout non dense. Certes; mais M. Denjoy dit qu’une propriété a lieu 
sur une épaisseur pleine quand je dis qu'elle a lieu presque partout. Épaisseur 
pleine n'aurait-elle pas pu recevoir une autre signification que celle qu’il a plu 
à M. Denjoy de lui donner? 

Presque partout serait inadmissible si, dans la langue usuelle, cette expression 
avait un sens précis, mais cela n’est pas; de sorte que le lecteur, en présence de 
l'énoncé précédent par exemple, ne peut lui donner aucun sens précis sans se 
reporter à la définition posée pour presque partout, Aucune erreur n’est donc 
possible. 

Obliger le lecteur à se reporter à une définition a son inconvénient. Je l’accor- 
derais volontiers à n'importe qui, sauf à M. Denjoÿ qui a utilisé dans ses 
Mémoires un nombre formidable de mots nouveaux. Et ce n'est pas diminuer 
linconvénient que de modifier, füt-ce même pour le perfectionuer, un vocabulaire 
dont l’usage commence à se répandre. 
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l’ensemble E’? de mesure nulle; formons la limite supérieure de P 


DRE D + er]le + M'Em(Eir) + #7]. 


L -] 


Le premier terme est inférieur àÿ m(E) le + &e; pour fete ten- 
0 


dant vers zéro, 1l tend donc vers f A f dx. 
| | E(OLA f<+] ; 
Puisque m(E'?) est nulle, le second terme se réduit au pro- 


duit M'£i7 d'un nombre arbitrairement grand par un nombre arbi- 
trairement petit, 1l ne nous apprend donc rien. 

Enfermons E? dans un ensemble I d’intervalles non empiétants, 
supposons les A? choisis enfermés dans [. Alors, si P(1) désigne 
la somme des variations positives de f dans les intervalles Ï, le 
second terme M'e' est au plus P{T). Si donc on désigne par P(E'?) 
l’une quelconque des limites de P(T) quand on fait varier Ï de 
façon que m(I).tende vers zéro, on aura 


b 
PS f 2 [AS A ITdz + P(Er), 
les points de Ei— Er? + Ef étant exclus de l'intervalle d’inté- 
gration. 

Soit Ï, un ensemble formé d’un nombre fini des intervalles 1 
choisis de façon que, lorsqu'on fait tendre m(l) vers zéro, 
P(1,) tende, comme P (1), vers P(E#?). Soit J, le complémentaire 
de 1, par rapport à (a, b); J, est formé d’un nombre fini d'inter- 
valles, on peut donc appliquer une formule précédente et écrire 


PC) > f LAS + AS Udx 
7, * 


sb, : 
= J SAS + TA Tde— fita/+a gts, 


d'où, en ajoutant P(H) aux deux membres, 


b 


P>f SAS TA de + PER) fa Ti fl] dx. 


(24 


Et comme, quand (1) tend vers zéro, m{(1,) tend vers zéro, donc 
aussi la dernière intégrale du second membre, tandis que P(E,) 
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tend vers P(Ei?), on a 


b 


P2f SIA + IASI]d& + PE). 


En rapprochant les deux inégalités de sens inverses obtenues, on 
conclut finalement 


b 
P =f LAS + IA] de + P(E#). 


Donc P(E‘), qui désigne l’une quelconque des limites de P(L), 
a une valeur déterminée ; nous pouvons énonccer ce résultat comme 
1l suit : 

St Af est l’un des nombres dérivés d'une fonction con- 
tinue f(x), pour que f(x) soit à variation bornée il faut et il 
suffit que Af soit sommable dans l’ensemble des points où il 
est fint et positif, que l’ensemble Efr des points où A f est infini 
positif soit de mesure nulle et qu’il puisse être enfermé dans 
des intervalles 1 fournissant une somme de variations totales 
positives P(1) qui soit bornée. 

PA) tend alors vers une limite finie et déterminée, quand 
on fait varier Ï de façon que sa mesure tende vers zéro; cette 
limite est la différence entre la variation totale positive 
de f(x) dans l'intervalle considéré et l'intégrale de A f dans 
l’ensemble des points où il est positif. 


On a, bien entendu, un énoncé analogue en changeant positif 
en négatif, E‘? en Ef?, P en N, qu’exprime l’égalité 


b 5 
se fins aie + Nu) 


De P ei N, paraddition et soustraction, nous déduisons la varia- 
tion totale V et l’accroissement f(h) — f(a) de f(x) dans (a, b). 
L'ensemble Eï EPL Eïr des points où Af est infini, est de 
mesure nulle. Tout ensemble T d’intervalles non empiétants enfer- 
mant Ei, et dont la mesure tend vers zéro, peut donc servir simul- 
tanément au calcul de P(E’?), de N(E’*) que l’on peut noter en 
conséquence P(E'), N(E°); la limite de la somme V(I) des varia- 
ons totales dans les intervalles de I sera P(E?) + NE) = V(E); 
parce que, dans un intervalle 6, P(d) + N(d)— V(). Mais, 
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dans à — (x, 8), on a, pour l'accroissement A (5), 
A(8) == f(8)— f(x) = P(8) — N($); 


donc on a pour la somme des accroissements de f(x) dans les 


intervalles de I, 
A(1) = PCI) — N(D), 


d’où, pour Eë, par un passage à la limite, 
PES) — N(Eï) = P(Eër) — N(Eï) — A(E'). 


Ainsi, sé A fest l’un des nombres dérivés d'une fonction f(x) 
continue et à variation bornée dans un intervalle (a, b), ses 
trois variations et son accroissement dans (a, b) sont donnés 
par les formules: 


P=f IA FI AS Jde + PE, 


N 


f LCASI— AI de — N(ES). 


b 
vef 


“a 


b 
= FE) [ A f dz + A(E. 





Af|dz-- V(ES, 


P(E:),N(E'), V(E®), A(E) sont les limites, finies et bien deter- 
minées, vers lesquelles tendent les sommes des diverses varia- 
tions totales et des accroissements de f(x) dans des inter- 
valles 1, non empiétants et enfermant l'ensemble Ki des points 
où Af est infinie, quand on fait varier le système 1 d'inter- 
valles, de façon que m(1) tende vers zéro. 


Laissons pour un instant cet énoncé général et attachons-nous 
au cas où E n'existe pas (!); les nombres P(E*), NE‘), V(E®), 





(1) C'est pour éviter des redites que l’ordre du texte a été adopté, mais il con- 
vient de remarquer combien les considérations précédentes se simplifient quand 
on se borne au cas d’un nombre dérivé À f Loujours fini; on notera en particu- 
lier que, alors, la notion de fonction d'ensemble n’y intervient plus. 

L'ordre historique est inverse de celui du texte; les théorèmes relatifs au 
cas A / toujours fini figuraient dans la pren édition de ce livre; l’idée d'éva- 


luer la différence FOIE Af dx comme limite de A(I) est due à 


M. de la Vallée Poussin, qui a obtenu le théorème général, tout d’abord pour les 
fonctions monotones (Cours d'Analyse infinitésimale, 2° édition, t. I, p. 269). 
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A(Eï), sont alors nuls. Si nous appliquons alors le théorème pré- 
cédent à Fintervalle (a, x}, nous avons : 

La condition nécessaire et suffisante pour que le nombre 
dérivé A f partout fini, d’une fonction continue f(x) soit som- 
mable, est que f(x) soit à variation bornée: 

La fonction primitive f(x) de A f est alors l'intégrale inde- 
finie, fonction d’une variable, de À f. 

Nous pouvons donc dire que nous savons résoudre les pro- 
blèmes À”, B°, C (p.58), et par suite les problèmes A, B, C, 
pour toutes les fonctions sommables,. 

Il y a un autre cas dans lequel P(Eë), N(Eï), V(CE), ACÇES sont 
tous nuls, c’est celui où f(x) est absolument continue: car 
alors V(1) tend vers zéro avec m(l). Done : une fonction abso- 
lument continue est l'intégrale indéfinie de chacun de ses 
quatre nombres dérivés (t), sa variation totale est l'intégrale 
indéfinte de la valeur absolue de l’un quelconque de ses 
nombres dérivés. 

Maintenant que nous avons cet énoncé à notre disposition, nous 
pouvons remplacer certains résultats antérieurs par de simples 
conditions suffisantes d’absolue continuité : 

Une fonction continue f, qui a son nombre dérivé À f partout 
Jint et sommable dans (a, b), y est absolument continue. 

Une fonction continue et à variation bornée f(x), qui a son 
nombre dérivé À f partout fini dans (a, b), y est absolument 
continue. 


Revenons au cas général dans lequel E existe et où les nombres 
P(CE?), NE’), V(ES, A(ES ne sont pas nécessairement nuls. 

Alors, si l’on considère un ensemble J d’intervalles non empié- 
tants, On a, en appelant ef? la partie de Ei? située dans J 


P()= fÉTAS + A fIlde à P(eir); 
JS 





On remarquera que l'idée de M. de la Vallée Poussin contient déjà en puissance 
les notions de fonction et d'ensemble des singularités, Ces notions et toutes celles 
relatives aux fonclions d'ensemble ont été examinées dans mon Mémoire : Sur 
l'intégration des fonctions discontinues (Ann. sc. de l'Éc. Vorm., 1910). 

(1} Il est bien entendu que, pour la conception de cette intégrale indéfinie, on 
néglige. l'ensemble E' de mesure nulle, formé par les points en lesquels le 
nombre dérivé considéré À f est infini. Ou, ce qui revient au méme, on prend 
l'intégrale de la fonction nulle aux points de E', égale à À f ailleurs. 
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mais P(eir) est au plus égale à P(E‘?) et l’intégrale du second 
membre tend vers zéro avec m(J). Donc, quand m(J) tend vers 
zéro, la plus grande des limites de P(J) est P(E'?) et cette plus 
grande limite est atteinte quand on prend J enfermant Er, En 
d’autres termes : Eir est l’ensemble des singularités de la fonc- 
tion P(x) représentant la variation totale positive de a à x. 
La fonction des singularités P;(x) de la fonction P(x) est 


P(x) — PCa)— f. [AS + IA f de. 
a 
On a de même, avec des notations dont le sens est clair, 


NiGæ)= N(a)— [ SUIASI—A SI: 
d’où | 


Vi(æ)= V(a)— [ 1Afidz 
fi (m)= fa) fe) [| Af d: 


formules qui font connaître les fonctions des singularités deP(z), 
N(x), V(æz), A(æ). Quant à l’ensemble des singularités, c’est Ei? 
pour P(zx), Eir pour N(x), c'est E' pour P(x),N{x), V(x), f(x). 


On a en particulier 
P,(b) = P(E£), N(b)=N(E),  V,(b)= VCE'), Js(b) = ACEF), 


ces nombres ne sont donc tous nuls que dans le cas, déjà examiné, 
où f est absolument continue ('). | 

Nous avons décomposé précédemment (p. 163) une fonction con- 
tinue à variation bornée en sa fonction des singularités et un noyau 
absolument continu, soit AC le noyau de f(x); nous venons de 
prouver que l’on a 


A C(æ) = fa) + f A f da, 


et des formules analogues pour les noyaux de P(x); N(z), V(x). 





(!) Pour f non absolument continue, un des nombres P(E'), N(E:'}, A(E!) 
peut être nul, mais un seulement. 
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II. — La dérivation des fonctions à variation bornée. 


Nous allons tenir compte maintenant de ce que chacun de nos 
résultats a quatre interprétations suivant que, par À f, on a dési- 
gné le nombre dérivé supérieur à droite de f, ou le nombre 
dérivé inférieur à droite, etc. 

Nous avons d’abord vu que Ef? jouait un rôle tout spécial que 
nous venons de préciser en montrant que E’? est l’ensemble des 
singularités de P(x) quand P(x) n’est pas absolument continue. 
Il y à quatre ensembles E’?, soit 6°? leur partie commune ; 6? est 
l'ensemble des points en lesquels / (x) a une dérivée égale à +, 
or la partie commune à plusieurs ensembles des singularités, s’ils 
sont mesurables B, est aussi un ensemble des singularités 
(p. 169), donc &/? est l’ensemble des singularités de P(x). 

Ainsi, dans tout ce qui précède, on peut remplacer Eir, Er, 
E' respectivement par les ensembles &ir, Gin, &i— Gir+ Gin 
formés par les points en lesquels f(x) a une dérivée déterminée 
en grandeur et signe égale respectivement à +0, à — 0, 
à + où à — oo. Ces trois ensembles Gr, &", &i sont les 
ensembles des singularités respectivement de P(x),N(x), f(x), 
lorsque ces fonctions ne sont pas absolument continues. 

En particulier, signalons qu’une fonction continue à variation 
bornée, qui n'a en aucun point une dérivée bien déterminée en 
grandeur et signe qui soit égale à + œ© ou à — æ, est absolu- 
ment continue. 

Nous avons vu ensuite que le noyau AC(x) de f(x) était donné 
par la formule 


A C(æ) =f(a)+ [ A f dx, 


donc l'intégrale du second membre est la même pour chacun des 
quatre nombres dérivés ; ainsi (p. 160) ces quatre nombres dérivés 
sont égaux, excepuon faite tout au plus des points d’un ensemble 
de mesure nulle. Une fonction continue (1) à variation bor- 
née f (x), a une dérivée presque partout et le noyau de f(x)est 





(‘} On va voir dans un instant que le mot « continue » peut étre supprimé. 
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donné par la formule 


AC(r)=/f(a) <f J'{x) dx. 
Appliquons ce résultat à AC(zx) qui est son propre noyau : 
A C(r) = ACG(a) + [ A C'(x) dx; 


f'(æ) et AC'(x) sont donc égales presque partout comme ayant la 
même intégrale indéfinie, et par suite la dérivée de f(x) — AC(x) 
est presque partout nulle. En d’autres termes : {a dérivée de la 
fonction des singularités f(x) d’une fonction continue (+) à 
variation bornée f(x) est presque partout nulle. La réciproque 
est vraie ; d’une façon plus précise : une fonction continue (*) à 
variation bornée et dont la dérivée est presque partout nulle, 
est sa propre fonction des singularités. En effet, d’après la for- 
mule qui précède, son noyau est identiquement nul. 

Les trois théorèmes précédents peuvent, comme il a été indiqué 
en note, être étendus à toutes les fonctions à variauon bornée 
continues ou discontinues (*). Pour cela, il suffira d'utiliser la for- 


mule de la page 163, 
Pas Cet e0e A0 
et de démontrer qu’une fonction des sauts a une dérivée nulle 
presque partout. 
À chaque point de discontinuité x, de la fonction S considérée, 
attachons deux fonctions 9(æx); la première égale à 
S(to)— S(ry—0) pour TT 
et nulle ailleurs; la seconde égale à 
S(To+0)--S(Xo) pour TTL 


et nulle ailleurs. $ est la somme de la série Zp(x). La varia- 
tion totale VS(x) de S est, pour l'intervalle (a, x), la somme 
de la série Z|o(x)|; série qui est majorée par la série de con- 
stantes X|wp(b)|. 

Modifions chaque fonction |o(x)| à gauche de son point de 





(1) On va voir dans un instant que le mot «coutinue » peut être supprimé. 

(?) La dérivation des fonctions discontinues a été étudiée pour la première fois 
par M. et Ms W. H. Young (Quaterly Journal, 1g10 et Proceedings of the 
London math. Soc., 1910). 
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discontinuité æ,, dans un intervalle (x, — h,x9), pour avoir 
une fonction 4(x) partout continue égale à |o{(x}| en dehors de 
(To— À, Ze), et linéaire dans (x, — h, xs). 

La fonction W(x) = Eÿ(x), étant définie par une série de fonc- 
tions continues, majorée par la série de constantes X |o(b)| est 
continue ; elle est de plus non décroissante. 

Soit E l’ensemble des points n’appartenant à aucun des inter- 
valles (x5— ,x9); dans Eon a 

Pix) = VS(z); 
dans le complémentaire CE de E, on a 
Yi) > VS(r) 


puisque chaque fonction 4 est supérieure à la fonction |o | corres- 
pondante dans l'intervalle où elles diffèrent. 

Les fonctions W et 4 étant non décroissantes et continues ont 
simultanément des dérivées presque partout. En un point où toutes 
ces dérivées exislent, on a, quel que soit l’entier positif p. 


y — di + do, ss Lh bp; 


Ph étant une fonction non décroissante, donc 


p é 
NET NET 
1 1 


9 étant positif ou nul. D’où, d’après les théorèmes des pages 179 
et 128, 


b Æ b b 
M. A — \! / ! . 
V2 f eds f vaz+ f 6 de 
1 5 
æ b h 
= > d(b)-- dde = W(8)+ f 0 dx, 
Et f 


et, puisque Ô n’est Jamais négalif, Ÿ est presque partout nul. Mais, 
aux points de E, toutes les dérivées {/ sont nulles: donc presque 
partout dans E, on a 
” — priU = 0. 
Or, d’après les relations signalées plus haut, 
W(æ) = VS(x) 


aux points de E, W(x)> VS (x) aux points de CE; en tout point 
de E la fonction VS (x) a des nombres dérivés à droite au plus 
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égaux à ceux de W(x), donc presque partout dans E la variation 
totale VS, et a fortiori S, a une dérivée à droite et qui est égale à 
zéro. Mais la mesure de CE est au plus la somme 2h que nous 
pouvons rendre arbitrairement petite. Donc S(x) admet presque 
partout zéro comme dérivée à droite. Une conclusion analogue 
s'applique évidemment aux dérivées à gauche; le théorème est 
démontré. 

Nous sommes maintenant en mesure de répondre à des ques- 
tions antérieurement posées et de justifier certaines affirmations. 
Nous avons déjà, page 143, fait allusion à la propriété suivante : 
pour qu'une fonction d'une variable F(x) soit l'intégrale 
indéfinie d’une fonction inconnue f(x), il faut et il suffit 
que F(x) soit absolument continue (t). La légitimation de cet 
énoncé est maintenant immédiate; nous avons vu, en effet, que 
toute intégrale indéfinie est absolument continue, page 158, puis, 
page 183, que toute fonction absolument continue est une intégrale 
indéfinie. 

De là résulte de suite que : pour qu’une fonction d'ensemble 
ou d'intervalle soit l'intégrale indéfinie d'une fonction tncon- 
nue f(x), il faut et il suffit qu’elle soit complètement additive 
et absolument continue; d'après ce que nous savons sur le pas- 
sage d’une telle fonction à une fonction absolument continue d’une 
variable et sur le passage inverse. 

Page 160, nous avons formulé ce problème : trouver une fonc- 
tion connaissant son intégrale indéfinie. Prenons cette intégrale 
indéfinie sous la forme d’une fonction d’une variable F(X); 
F(X) est absolument continue, donc a une dérivée presque par- 
tout et est l'intégrale indéfinie de cette dérivée; mais deux fonc- 
tions qui ont même intégrale indéfinie sont égales presque par- 
tout, donc la fonction dont l’intégration a donné F(X) est presque 
partout égale à F/(X). En d’autres termes : une intégrale indé- 





(:} Dans Ia première édition de ce livre, j'avais signalé cet énoncé, en note de 
la page 128, de façon tout à fait incidente et sans démonstration. M. Vitali a 
retrouvé ce théorème et en a publié la première démonstration (Acc. Reale delle 
Sc. di Torino, 1904-1905). C'est à l'occasion de ce théorème que M. Vital à 
introduit, pour les fonctions d'une variable, la dénomination de fonction abso- 
lument continue et qu’il a montré la simplicité et la clarté que prend toute ja 
théorie quand on met celte notion à sa base. 
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Jinie F(x) admet presque partout pour dérivée la fonction 
intégrée. 

Si l'intégrale indéfinie est donnée comme fonction d'ensemble 
ou d'intervalle, le problème n’en est pas moins résolu. Examinons 
ce que devient alors l'opération de dérivation. Que À soit positif 
ou négatif, le rapport r[F(x), æ,, Æy-+h] est égal au quotient de 
la valeur de la fonction considérée W, pour lintervalle à d’extré- 
mités ro et To + À, par la mesure de cet intervalle 
w(è) 


rIF(x), &o, æ-+ h]=— ETES 


C’est donc par la considération de tels rapports qu’on obtiendra 
la dérivée; avec la dérivée ordinaire, nous serions conduits à 
utiliser les deux familles d’intervalles (To —h, x), (Lo, oh) 
ayant le point étudié pour extrémité ou origine. Mais il est mieux 
de remarquer que la dérivée peut tout aussi bien se définir à l’aide 
des intervalles (x, — 4, x, + k),carona 


l + 
r[F(x, Æy— À, Lo + A] = re AA (æ), Lo — h, | 
Lee 
+ pres SA (æ}, Los Lo - À], 


ce qui montre que la valeur de r du premier membre est comprise 
entre celles qui figurent au second membre. Nous sommes ainsi 
conduits à dire : pour dériver en un point x, la fonction d’in- 
tervalles D(8), nous cherchons la limite du rapport (8) quand 
m(ô) tend vers séro, à désignant un intervalle variable conte- 
nant Zo (1). 

Cette définition ue laisse rien à désirer pour une fonction d’inter- 


valle, mais pour une fonction d'ensemble on voudrait pouvoir 
Y(E) | 
m(E) 
l’ensemble E tend vers #,: c’est-à-dire que E est contenu dans 
un intervalle À contenant x, et dont la mesure tend vers zéro. 


© ———_]_——_———__—_——_—] _ 


(*} On comparera cette définition, qui n’est que la traduction de la définition 
de la dérivée ordinaire, avec celle donnée par M. Volterra pour la dérivée d'une 
fonction de ligne ( Lecons sur les équations intégrales et les équations intégro- 
différentielles, p. 12). La définition du texte peut évidemment étre appliquée à 
des fonctions d'ensemble de points d’ur plan, de l’espace, etc. Si on l’applique à 
un ensemble de points du plan, la parenté avec la définition de M. Volterra 
apparaît mieux. 





prendre la limite de quand »#7(E) tend vers zéro et que tout 
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Si E n’était assujetti qu'à ces conditions, on pourrait le prendre, 
en particulier, réduit au point x, et à un intervalle à ne contenant 


as æ. : il faudrait donc que la dérivée apparaisse comme la limite 
P 0) qu PP 


de 


W(ë) _. | 
me = "IF(&) +, #0 h +], 





quand h et k tendent vers zéro, même par valeurs de même signe. 
D’après le théorème de la moyenne, le second membre est compris 
entre les valeurs extrêmes prises dans (79 + h, Zo+h+Xk) par 
la fonction f dont F est l'intégrale indéfinie. Soit d’ailleurs un 
point Zo— h voisin de x, et en lequel F'existe, on pourra alors 
trouver (xo+ h, ro h +) tel que hk soit positif et aussi petit 
que l’on veut et que r[F(x}), to+h, ro+h+k] soit aussi 
voisin de F'(x,+ h) qu'on le voudra. Donc le procédé que nous 
examinons ne réussira, avec tous les intervalles à ou tous les 
ensembles E, que si F' est continue en x, dans l’ensemble des 
points où elle existe. D'ailleurs, dans ce cas, la fonction f dont F 
est l'intégrale indéfinie pourra être supposée continue en Z5 — 
puisqu'elle n’est assujettie qu’à la condition d’être presque partout 
égale à F° — et par suite le procédé de définition de la dérivée à 
l'aide de tous les ensembles dont tous les points tendent vers xs, 
peut bien alors être utilisé (!). 

Hors ce cas banal, il faut donc particulariser la famille des 
ensembles E employés, et de façon à diminuer l'influence des 
poinis en lesquels f diffère beaucoup de F'(x,). Pour cela, e ayant 
été arbitrairement choisi positif, soit E; l’ensemble des points 


Ef[ie< f(x) <(t+i1)e], 
soit /; la fonction égale à f aux points de E; et nulle ailleurs, soit 
enfin gi=f — fi. Un ensemble de mesure nulle de points étant 


excepté, les intégrales indéfinies | f;dx et | | gi} dx ont des déri- 


vées, au sens ordinaire du mot, respectivement égales aux fonc- 
tions /* et | gi]. Alors, si le point non exceptionnel x, apparüuent 





(:) En somme, il faut et il suffit que f soit continue en x, quand on néglige 
les ensembles de mesure nulle {p. 142, en note]. 
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à E,,on a 
[ j'ax f fidx de gidx 
VE __ #E RER 
MCE)  m(E)  m(E£) ? 
fax ffraz fisraz freraz 
EE — m(à), 
| m(E) m(E) [7 m(E) 7 m(A)j m(E)’ 


À désignant le plus petit intervalle contenant à la fois E et x,. 
Le premier rapport du second membre tend vers la dérivée 


de f }g: dx en xs, laquelle est nulle par hypothèse. Donc nous 


n’aurons plus à nous occuper que de l'influence de /,, c’est-à-dire 
m(A) 
m(E) 
D'où la définition : Vous appellerons dérivée en x, d’une fonc- 





des points de E;, si le rapport n'’augmente pas indéfiniment. 


ue : W(E 
tion d'ensemble W {a limite, si elle existe, du rapport 2120 ur 
: m(#) 
des ensembles E appartenant à une famille régulière. On 
entend par là qu'un entier positif k ayant été arbitrairement 
chotsi, on ne considérera un ensemble E que si, À étant le plus 
petit intervalle contenant E et x,, on a 


m(E)> 4 m(A), 


et que l’on fera varier E de faucon que m(A) tende vers zéro. 
Nous venons de voir qu'avec ce choix d'ensemble E les deux 


[ra JA 


"mtE) 7 m(E) 
presque partout. Étudions le second. Soit F/ l'ensemble des points 


communs à E et Ey et soit G;—E—F;,; on a 


jrs. fre Jia . 


m(E) mCE) E AT m(E) 


rapports incrémentiels 22 avaicut les mêmes limites 





Le premier facteur du dernier membre est compris entre le 
G ; 
et ({ L1)e; quant au second, il s’écrit encore 1 — — 7 LA D + Or, si À, 


mÇ(E) 
désigne la fonction nulle dans E, et égale à un en dehors de E,, 


pre, IN 
m _ )e MG): Ve JA | 


E) km(A) on ce | m(A) 


On a 
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En dehors d’un ensemble exceptionnel de mesure nulle. toutes 
les intégrales indéfinies / kidæ ont des dérivées égales aux ;; si 


donc x, a été pris en dehors aussi de ce nouvel ensemble excep- 
tionnel, le dernier membre des relations précédentes tend vers 


J dz 


zéro: donc, le rapport incrémentiel “€ a toutes ses limites 
d d RPP m(E) 


comprises entre le et ({ + 1)e, c'est-à-dire différentes de f(x.) au 
plus de &. Mais, comme € est arbitrairement petit, si l'on prend x, 


en dehors de la somme des ensembles exceptionnels attachés aux 


I I 1 
valeurs E —1, -» -;-; 
% à à 


.…, C'est-à-dire en dehors d’un ensemble 


de mesure nulle, la dérivée de la fonction d'ensemble fax 


Le 


sera f(x). Donc une intégrale indéfinie fonction d'ensemble 
a presque partout pour dérivée la fonction intégrée. 

Nous avons donc le même énoncé pour les trois espèces d’inté- 
grale indéfinie; mais il faut bien remarquer que, sous sa dernière 
forme, il exprime une propriété bien plus précise que sous les 
deux premières formes qui étaient équivalentes. Si l'intégrale 
indéfinie W(E) a une dérivée au point x,, F(X) en a une aussi et 
ces deux dérivées sont égales; mais la réciproque n’a pas lieu. 

I y a donc lieu de traduire en un énoncé relatif à F(X) le 
résultat que nous venons d'obtenir; des développements relatifs au 
calcul de W(E\ connaissant F(X) résultent de suite cet énoncé : 
F(X) étant une fonction absolument continue dans (a, b) et x 
un point de (a, b), onenferme x, dans un intervalle À et l’on 
choisit, dans À, des intervalles non emprétants (x;,f;) tels que 


l’on ait 
E(GBi— x) 24 m(A), 


k étant un nombre positif fixe. Alors, presque partout on a 


On peut donner à cet énoncé la forme suivante : f(x) étant une 
fonction sommable, la fonction [| f() — f(xs)| dx admet une 
dérivée nulle pour x — xs, pourvu que x, ne soit pas pris dans 
un certain ensemble exceptionnel de mesure nulle. 
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Montrons, en effet, qu'il y a identité entre cet ensemble excep- 
uonnel & et celui &, des points x, en lesquels la fonction d'en- 
semble intégrale indéfinie de f(x) n’admet pas une dérivée 
égale à f(x). 

Supposons, en effet, que x, soit point de ce dernier ensemble 6,, 
c’est-à-dire que l'on puisse trouver des ensembles E dont tous les 
points se rapprochent indéfiniment de x,, qui appartiennent à une 
famille régulière de paramètre # et pour lesquels on ait 


ff) de 
E 2] 
D — f{a)|>e, 


2) 


æ étant un nombre fixe non nul. 
On à donc, a fortiori, 


JS — Car 4r Jr ds — [tro da 


m(E) = m(E) 7 % 


et, par suite, si À est le plus petit intervalle contenant E + x, 


CE) — Cr) 14 fifa) —Jaidr 
2 


PV 





m(A) m(A) 
D afade 
dE m(E) m(A) 7 


ce qui montre que ., est point de &. 

Inversement, supposons Z, point de &, alors on peut trouver 
une suite d'intervalles À, enfermant chacun x, et de longueurs 
décroissantes et tendant vers zéro, tels que pour chacun d'eux on 
- ait 
Ce) — fm) le 

À 
CR ES SE 


& élant un certain nombre positif. 

Partageons les points de À en deux ensembles E, et E, dans 
lesquels la différence f(x) — f(x) est respectivement positive et 
non positive et ne conservons qu’une suite partielle des A de façon 


LEBESGUE 13 
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que 
APOEMEONCCRRSETEETEUN. 


“Ea 


mA) ? m(A) 


tendent vers deux limites déterminées 5 et — ;, et que l'on ait 
JU ad 
mA) To 

suivant que 3 est positif ou nul, et 


15 


f Lftæ)— ri Lo)] dx 
+ —— ——— ER 1 ou >— © 
; 


mA) 
suivant que y est positif ou nul. 


ACRATRIONS au reste, que 5 — 7 est au moins égal à x, donc 
que 5 et y ne sont Jamais nuls à la fois, et que 


m(Es)+m(E,) = mi(sA), 
donc que l’un au moins des deux ensembles E, et E, appartient à 


la famille régulière d'ensemble de paramètre 4 — : 


Si E, est régulier et 8 > 0, en prenant E = E,, où a 


> fo + E 





m(E) Ur mCE) 


Si ces deux conditions ne sont pas réalisées à La fois et si FE, est 


régulier et y > 0, on prend E=E,, 


d 
Jr : y m(A) 


< 16 ni 


m(E) ©: 2 et: M LL Er 


Si E, est irrégulier, 6 > 0,et si ; —0,E, est alors régulier; 
nous prendrons E = À et nous aurons 


frtaaz Jraaz PO 
E p Ex 


7 mÉ) _ mA) mi) 
mCEp) Bt Fe En) ET ns 
> [ce Te + ÊT Lrcn RS — 2] cm) + à 


mA) 2 
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Enfin, il ne reste plus que le cas où E, étant régulier etE, irré- 
gulier, 8 — o; avec E = À, on a alors 


Y 
LE 


S1 donc À > o est plus petit à la fois que L et: 


Ja) de 
Tnt) —/(æ) > À. 


» On à toujours 


La suite de ces ensembles E, qui appartiennent à la famille 


régulière pour # — D permet de constater que x, appartient 
à G,(!). 

Au cours des raisonnements précédents, nous avons rencontré 
une notion qu'il importe d’expliciter. Soit un ensemble mesu- 
m(e) 
Ba’. 
dans un intervalle (æ, 6) à la mesure de cet intervalle, est appelé 
la densité moyenne de E dans (x, B). Si la densité moyenne 
de E dans les intervalles (x, B) contenant un point x4, tend vers 
une limite déterminée quand 8 — x tend vers zéro, cette limite est 
dite a densité en x,; x n’a pas besoin d’être un point de E pour 
que cette définition s'applique (?). 





rable E, le rapport de la mesure de la partie e de E située 





(*) On trouvera dans un Mémoire relatif aux séries de Fourier, que j'ai publié 
dans les Math. Annalen (Bd LXI, 1905), une autre démonstration de ce théo- 
rème, d'où l’on pourrait déduire la proposition relative à la dérivabilité des 
fonctions d'ensemble qui sont des intégrales indéfinies d’une manière toute diffé- 
rente de celle qui nous a servi ici. 

(?}) J'ai introduit ces dénominations, qui s'imposent presque, étant donnés les 
sens physiques des mêmes expressions, dans le Mémoire cité des Math. Annalen. 
M. Deujoy remplace le mot densité par épaisseur; il est choqué par des phrases 
telles que celle-ci : « Un ensemble partout non dense peut avoir presque partout 
une densité égale à un». Il est certain qu’une telle phrase semble un calembour; 
mais des deux mots dense et densité, c’est le premier qui est mal choisi, car il 
éveille, me semble-t-il, une idée de mesure, une idée quantitative. 

Quoi qu’il en soit, le lecteur qui m’aura suivi jusqu'ici ne se laissera pas trou- 
bler par ces questions de mots puisqu'il aura consenti à s'occuper de la recherche 
de la définition de l'intégrale définie — ce qui peut paraître ridicule, — et de ta 
définition de l'intégrale qui reste indéfinie mème après qu’on l’a définie — ce qui 
est un peu humiliant,. 
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Soit ® la fonction mesurable égale à un aux points de E et nulle 


ailleurs, ja densité moyenne de E dans (x, 6) est le rapport imcré- 
ô 
© dx 

LA 

B— x 
donne : La densité d’un ensemble mesurable E est presque par- 
tout égale à un aux points de E, presque partout égale à zéro 
en dehors de E. 

On peut regarder cette propriété comme le fondement géomé- 
trique des théorèmes sur la dérivation des intégrales définies et 
l’on peut, pour établir ces théorèmes, suivre. une marche exac- 


mentiel , donc le théorème sur la dérivation de Î © dx 
a 


tement inverse de celle suivie ici, c’est-à-dire prouver en premier 
lieu le théorème sur la densité (!). Nous nous contenterons de 
déduire de ce théorème une proposition intéressante concernant 
une fonction mesurable quèlconque f, que nous allons obtenir en 
reprenant les notations utilisées pour étudier la dérivation des 
fonctions d'ensemble (p. 190). 

Sauf aux points d’un ensemble exceptionnel de mesure nulle, 
les différents ensembles E; ont une densité égale à un ou à zéro, 
suivant qu'il s’agit de la densité en un point de E; ou non; on peut 
supposer cet ensemble exceptionnel choisi de manière à convenir 


pour les valeurs 1, _ 7 ..-, données à €. x, ayant été choisi en 
dehors de cet ensemble exceptionnel, soit {(e) l’indice de celui 
des £, correspondant à €, qui contient x,; alors, en æx,, pour 
chacune des valeurs indiquées de &, E,., a une densité égale à un, 
les autres E; ont une densité nulle. 

Choisissons un intervalle À, de centre x, et assez petit pour que, 
dans tout intervalle contenu dans À, et contenant x,, la densité 
moyenne de E,,, soit supérieure à 1 — €1, €, étantun nombre, com- 
pris entre zéro et un, arbitrairement choisi. Soit 1 — 6; +-n la limite 
inférieure de cette densité moyenne dans les intervalles consi- 
dérés. 


Choisissons un nombre 6, inférieur à la fois à — el à 1, el soit À 


“ 1" ; 0] + 0 es A 
un intervalle de milieu x, de longueur inférieure à — et tel que, 


à 





(!) Voir, par exemple, mon Mémoire des Ann, Sc. de L'Éc. Norm., 1910. 
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dans tout intervalle contenu dans A, et contenant x,, la densité 
moyenne de E () soit supérieure à 1 —€,. On appellera alors 


l — £2 + 1, 


la limite inférieure de cette densité moyenne et, à partir de %: 
el €, Comme tout à l'heure à partir den, ete,, on définira, par 
l'intermédiaire de E ) un nombre &, et un intervalle À,. Ët ainsi 


( 
de suite. 

Soit E l’ensemble formé par la partie de E,, extérieure à A, et 
contenue dans A,, de la partie de E () extérieure à À, et con- 
tenue-dans À,,.... Il est clair que f(x) est continue en æ, sur E; 
nous allons constater que E est de densité un au point To: 

Pour cela, raisonnons sur un ensemble & qui serait constitué 
dans A, — A, par Éy, et qui, dans A, serait tel que, dans tout 
intervalle contenu dans A, et contenant #,, sa densité moyenne 
surpasse 1 — €. On pourrait, par exemple, prendre & identique 
à 4 dans À.. 

Les intervalles contenus dans A, et contenant Zÿ Sont, ou 
bien contenus dans A;, et alors nous connaissons pour eux la 
limite inférieure 1 — #, de leur densité moyenne, ou non contenus 
dans 4,. Soit L'un tel intervalle, Z sa partie située daus A;. Dans L, 
É;,, avait une mesure au moins égale à (1—e,+n,)m(L); mais 
tout / peut faire partie de E,, et, dans /, & a une mesure supé- 
rieure à (1—e>)m(l); Hnalenrent dans L, 6 a une mesure supé- 


rieure à 
(—e+m)m(L)—m(t)+(1— 2) mt), 


donc une densité moyenne supérieure à 


— I— + Mio Di — E,. 





Or, soit 6, l'ensemble 6 identique àE , dans A,, soit 6; l’en- 


(5) 


dans A;. Il est clair maintenant que les densités moyennes de Ga, 
3, ..., sont toules supérieures à 1 — €; dans les intervalles con- 
tenant z,, contenus dans À, et contenant A, : ; que les densités 


1 
2 


semble identique à 6;:_, à l'extérieur de A, et identique à E 
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moyennes de 3, G:, .-., sont toutes supérieures à 1 — £; dans les 
intervalles contenant Z,, contenus dans À, el contenant 43, .... 
Donc, la densité moyenne de E est au moins égale à 5 —e,, 
1 — £:, .... respectivement dans les diverses espèces d'intervalles 
considérés ; la densité de E au point x, est donc égale à un et celle 
du complémentaire CE de E est par suite nulle, car la somme des 
densités moyennes, dans un même intervalle, de deux ensembles 
complémentaires est bien évidemment égale à un. Ainsi : 


Une fonction mesurable f(x) est continue en chaque point ïo 
pourvu qu'on néglige les points d’un ensemble de densité 
nulle en x, (‘), exception faite toutefois des points x, appar- 
tenant à un ensemble exceptionnel de mesure nulle. 


De là résulte en particulier que les dérivées des fonctions F(x) 
à variation bornée, dont l'existence a été démontrée, sont 
presque partout continues aux ensembles de densité nulle près. 
Chacun pourra étudier les rapports entre cette continuité et la 
possibilité de dériver les fonctions d'ensemble intégrales indé- 
finies ; sans nous y arrêter, nous allons traiter rapidement de la 
rectification des courbes, ce qui va nous ramener aux procédés 
du début de ce paragraphe. 


III. — La rectification des courbes. 


Soit une courbe donnée par les fonctions continues x(t), 
y(4), 3(t) définies dans un certain intervalle (a, b). En appli- 
quant au radical qui représente la longueur d’une corde de cette 
courbe, l'inégalité 


JUS VE Em mél +imieln], 


nous avons conclu, au Chapitre IV, que la courbe est rectifiable 
si, et seulement si, z(t),y(t), z(t) sont à variauon bornée; et 
que, lorsque cette condition est réalisée, l’arc donné par les 
valeurs de { d’un intervalle à a une longueur comprise entre la 
variation totale Vx(à) de x dans ô[ou Vy(ô}, ou Vz(è)], et la 
somme Vr(d) + Vy (9) + Vz(à). 





(‘) L'ensemble négligé, de densité nue en x,, varie avec le point z,; c'est 
l'ensemble CE du texte. 
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Si s(2) est la longueur de l’arc depuis { —«u jusqu'à { quel- 
conque, on peut écrire cela : 


Væ(è)< Vs(è)E Vaæ(3) + Vy(à) + Vz (8). 


Appliquons cette double inégalité à tous les intervalles d’un 
ensemble 1 d’intervalles non empiétants, et ajoutons; nous obte- 
nons un résultat que l’on peut noter 


Vz(D)< Vs(D)< Vz(l) + Vy(D) + Vz(I). 


Faisons maintenant varier Ï de façon que m(1) tende vers zéro, 
nous voyons que : s(t) est absolument continue si, et seulement 
st x(t), y(t), 3(4) le sont. L'ensemble des singularités de s(t) 
est La somme des ensembles des singularités de x(t), y(t), 2(t). 

Nous pouvons donc prendre l’ensemble 6, des valeurs de t où 
æ(t),y(t), z(t), s(£) n’ont pas, toutes quatre, des dérivées finies 
et déterminées comme un ensemble de singularités. 

Ceci étant, enfermons 6, dans un ensemble A‘ d’intervalles non 
empiétants; puis, £ étant arbitrairement choisi positif, enfermons 
dans un ensemble À, d’intervalles non empiétants l’ensemble E, 
des points en lesquels on a 


PEER PRE <(p +i)e; 


et couvrons (a, b), à partir de @&, à l'aide d’une chaîne d'intervalles 
choisis parmi les suivants : 


a. À un pot {, de 6, attachons l'intervalle d’origine #, et 
dont l’extrémité coïncide avec l’extrémité de celui des intervalles 
constituant A qui contient £,; 

b. À un point {, de E, attachons un intervalle d’origine t,, 
contenu dans celui des intervalles constituant À, qui contient t,, 
et tel que la longueur de la corde fournie par cet intervalle à dif- 
fère de 





m3) Va (to) + y (to) + 2 (to) 
de moins de €. 


Servons-nous de cette chaine, où plutôt du polygone inscrit 
correspondant, pour calculer une valeur approchée de s(b). La 
contribution des intervalles de l’espèce a est au plus V,(Aï); 
d'ailleurs, elle sera aussi voisine qu’on le voudra de cette valeur si 
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l'on modifie la construction de la chaîne comme il suit : on opérera 
comme il a été indiqué seulement à l'extérieur des p premiers 
intervalles, 81, d:, ..., d, constituant A‘ et l’on subdivisera à,, 
0355. 0 en intervalles partiels extrêmement petits. Moyennant 
cette modification nous pourrous done supposer, en choisissant 
convenablement les Af, que la contribution des intervalles de 
l'espèce a diffère aussi peu qu’on le veut de la limite inférieure 
de V;(Aï), quand on fait tendre m(A;) vers zéro, c’est-à-dire de la 
valeur s;,(b) que prend pour { — b la fonction des singularités s,(£) 
de s(t). 

D'autre part, la contribution des intervalles de l'espèce b est 
comprise entre 


E[ipl—]em(a) et Z[|p|+2]em(A), 


«p désignant la partie de À, non couverte par A‘ et les autres À. 
Mais nous avons vu que, moyennant un choix convenable de &) 
de m(A') et des m(A,), tous pris suffisamment petits, les deux 
sommes précédentes diffèrent aussi peu qu’on le veut de 


Va? y? 7? dt, 
Je 


& étant l’ensemble des points de (a, b) qui n’appartieuuent pas 
à 6,. Avant de conclure remarquons que si nous avions formé 6, 
à l’aide des points où l’un des nombres x’, y', 3’ aurait été infini 
de signe bien déterminé, et & des points où x', y’, z! auraient été 
tous trois finis et déterminés, cela n’aurait changé ni la limite 


inférieure de V;(A), ni l'intégrale { Vzr +377 dt, donc : 
LVL 


St l'on désigne par & l'ensemble des valeurs de t pour les- 
quelles x'(t}), y'(t}, z'(t) sont finies et déterminées, et par 6, 
l’ensemble des valeurs de t pour lesquelles l’une au moins des 
dérivées x'(t), y (t), z'(t) a une valeur infinie de signe déter- 
miné, la longueur de la courbe rectifiable x(t), y(t}, z(t).est 
égale à 


IRC de 


ss(b) étant la limite inférieure de la somme des longueurs 
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d’arcs de la courbe contenant tous les points de cette courbe 


donnés par les valeurs de 6, EU 


Si l’on ‘corrige s(t}).de sa fonction des singularités, on a une 
fonction absolument continue 


L 
ACs(t) = st) —s;(t) = f Var? y?+ 3? dt, 
0 


qui à presque partout pour dérivée ÿ/x/? + y'?+ 3/2; mais s,(4) a 
presque partout une dérivée nulle. Donc, on a presque partout 


np Mure Ro rar D never 
s'(t) = x'(t) +y(t) + z(t), 


pour toute courbe rectifiable. 
Exprimons les coordonnées des points de la courbe en fonction 
du paramètre s — s(t); cette formule devient 





1= (5) + ps) +20): 

elle à lieu presque -partout,; l'expression presque partout. étant 
relative maintenant à la mesure par rapport à la variable s. Partout 
où elle a lieu xz'(s), y'(s), z'(s) existent et ne sont pas toutes trois 
nulles, donc : s£ l’on excepte les points d’une courbe rectifiable, 
donnés par un ensemble de mesure nulle de valeurs de ! arc é: 


en tout point de la courbe existe une tangente déterminée, et 
l’on a 


(1) La démonstration montre que l’on peut remplacer dans cet énoncé Îles 
mots « la limite inférieure de la somme des longueurs d’ares » par « la limite 
inférieure de la limite de la somme des longueurs des cordes d’arcs », 
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LA TOTALISATION. 


I. — Les fonctions de première classe. 


Nous allons démontrer le théorême que nous avons déjà énoncé 
à la page 99 : 
Pour qu'une fonction soit de classe un au plus, él faut et 


il suffit qu'elle soit ponctuellement discontinue pour tout 
ensemble parfait. 


Ce théorème, dû à M. R. Baire (!), est étrauger à notre sujet mais, 
d’une part, nous utiliserons la condition nécessaire qu'il exprime, 
d'autre part, et surtout, le procédé transfiui qui nous servira à 
prouver que la condition énoncée est suffisante, est celui-là même 
qui a permis à M. Denjoy de résoudre complètement le problème 
des fonctions primitives (?). Aussi nous allons dorénavant utiliser 
constamment les nombres transfimis; les lecteurs qui ne seraient 
pas famihiarisés avec l'emploi de ces nombres feront bien d’étudier 
la Note placée à la fin du Volume avaut de lire ce Chapitre. 

Démontrons que la condition est nécessaire, c'est-à-dire que, 
si f est la limite d’une suite convergente de fonctions f,, f, . 
continues, et si E est un ensemble parfait, il ÿ a des points de E 
en lesquels la fonctiou /, considérée seulemeut sur E, est continue. 
Désignons par FE,,, l'ensemble des points de E en lesquels on 
a | fn — fayp| SE], € étant un nombre positif arbitrairement choisi, 
et par E, l’ensemble des points communs à E,:, Eu, Es, 





(1) Annalr di Matematicu, 1899. Voir aussi le Livre publié par M. Baire dans 
cette Collection. 

(*) Les Mémoires de M. Denjoy ont paru au Journal de Mathématiques, 1915. 
au Bulletin de la Société mathématique de France, 1915, et aux Annales scten- 
tifiques de l’Érote Normale, 1916, 1917. 
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L'ensemble E,; est fermé, E, est donc aussi fermé. E est la somme 
des F,.. 

Je dis que l’on peut trouver un intervalle I, dans lequel il y a 
des points de E, et dans lequel E et E, sont identiques pour une 
valeur assez grande de n (*). Soit I, un intervalle contenant des 
points de E; si-E, n’est pas identique à E dans I,, considérons un 
point zx, de E et de I, n’appartenant pas à E, (?}, I, étant un 
intervalle de milieu x, et pris assez petit, I, sera intérieur à I,, il 
contiendra des points de E et aucun point de E.. 

Si, dans [,, Eet E, ne sont pas identiques, on pourra, dans I,, 
trouver un point æ, appartenant à E sans appartenir à E,, à partir 
duquel on définirait un intervalle I, contenu dans l,, contenant 
des points de E et aucun point de E,, etc. 

Or la suite des L;, L, ... ne peut être indéfinie car, à l’intérieur 
de tous ces intervalles, il y aurait des points; ceux-ci appartien- 
draient à E et n’appartiendraient à aucun des E,, ce qui est impos- 
sible (*). Donc on arrivera à un dernier intervalle, soit [,, et, dans 
1», E et E,:, sont identiques. 

Ainsi, on peut trouver un intervalle [ et une valeur de n tels 
que, dans {, Eet E, soient identiques et aient effectivement des 
points. Dans [ prenons {, contenant des points de E, et tel que 
l'oscillation de /, soit, dans 1, inférieure à &. Alors, pour +, et x, 
pris dans £ et sur E, on a, quel que soit p positif ou nul, 


fn+p(ei)—fa(m)lse, Lfn(to) —fa(m}l£e, 


fn+p(Æi) —fa(to)|< 2e, 


d’où 


et par suite 


Lf(æ)—f(am)iS ee. 


En d’autres termes, dans 1, f et les fi, (p positif ou nul) 
sont chacune constante à 2e près et, lorsque x et p varient, 
égales entre elles à 4e près. 





(!) Par point contenu dans un intervalle, nous entendons ici un point compris 
entre les extrémités et différant de ces extrémités. 

(?) Je me dispense de préciser la loi des choix des z,,æ,, ...,[,, L,... comme 
il conviendrait de le faire pour satisfaire aux exigences logiques indiquées 
page 6. 

(5) En d'autres termes, un ensemble parfait E ne peut être la somme d’un 
nombre fini ou d’une infinité dénombrable d'ensembles partout non denses sur E. 
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Si maintenant nous prenons des nombres €,, €, ... tendant 
vers zéro, nous pourrons trouver des intervalles &, £3, ... con- 
tenus les uns dans les autres, contenant des points de E, et dans 
lesquels l'oscillation de /, sur €, sera respectivement au plus 2e4, 
26», .... À l’intérieur de tous ces intervalles £4, il existera au moins 
un point de E; en ce point, / est continue sur E. 

Pour démontrer que la condition est suffisante, prouvons 
d’abord qu’il suffit que, quel que soit £ > o, une fonction f diffère 
de moins de € d’une fonction /. de classe un au plus, pour que f 
soit de classe un au plus. 


; x: . f 
En effet, supposons que f diffère de moins de DE d'une fonc- 


ion f, de classe un. Alors on peut écrire 
2 


AAA) AA) 


la séric est uniformément convergente, a ses termes majorés par 
AV /1 
ceux de la série D (= + ji )* et tous ses termes sont de classe un 


au plus. 
Donc f* est la limite d’une suite de fonctions continues p, et 


Li I . 
comme |f*] ne surpasse pas ei l'on pose, pour # > 1, 


0 k — k& , x L ï ” 
YÉ — of, lorsque l'on a 1951 er mer 
k I 1 4 I I 
e — = Lise = RER ne 
P sh jh, 7 PP JE Mo) 
1 | Re I I 
Re PR 2 k _(— + —— |; 
Fp — (x 7 oki ) ? . RÉ (x Ua ) ’ 


pour # fixe et p croissant indéfiniment, la suite des 4, a même 
limite que celle des pr 
Posons enfin 


Y, est une fonction continue car la série du second membre a ses 
termes majorés, à partir du second, par ceux de la série 


er) 
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Or, il est clair que l’on a 
J == limite de w,. 


ce qui prouve que f est de classe un au plus. 

Grâce à ce lemme, pour démontrer qu'une fonction f(x) ponc- 
tuellement discontinue sur tout ensemble parfait est de classe un au 
plus, il suffit de montrer que, quel que soit n > 0, on peut cons- 
truire une fonction »(x) de classe un au plus ne différant pas 
de f(x) de plus de . Cette construction est basée sur les pro- 
priétés de la fonction f(x) considérée sur un ensemble fermé F. 

Quand, au Chapitre IT, nous avons défini le maximum, le mimi- 
mum, l’oscillation d’une fonction f(x) en un point, nous avons 
fait remarquer que ces définitions, et par suite celles de la conti- 
nuité ct de la discontinuité, ne supposaient pas que f(x) soit 
définie dans tout un intervalle. Si l’on applique ces définitions à 
un ensemble fermé, elles conduisent à dire que f(x) est, sur 
l'ensemble fermé F, continue en chaque point isolé de F ou, ce 
qui est équivalent, que l’oscillation de f(x) sur F est nulle en 
tout point isolé de F. 

De là 1! résulte qu’une fonction f(x) ponctuellement discon- 
unue sur lout ensemble parfait est aussi ponctuellement discon- 
tinue sur tout entemble fermé car, ou bien cet ensemble fermé 
est parfait, ou il contient des points isolés en lesquels f doit être 
regardée comme continue. 

Le raisonnement de la page 21 conduit, pour le cas des fonc- 
tions définies sur un ensemble fermé, à l'énoncé suivant : sé, en 
tous les points d’un ensemble fermé F, l’oscillation d'une fonc- 
tion f(x) sur Fest au plus égale à w, l’oscéllation de f(x), 
est inférieure à w+e, sur la partie de E contenue dans un 
intervalle de longueur }, dès que % est assez petit; & étant un 
nombre positif quelconque. 

Ces remarques faites, étant donnée dans un intervalle (a, b) 
une fonction f(x) ponctuellement discontinue sur tout ensemble 
parfait, nous obliendrons une fonction w(x) différant de f(x) 
de n au plus par la répétition de l’opération suivante : supposons 
que æ(x) soit déjà construite sauf aux points d'un ensemble 
fermé F, nous considérerons l’ensemble & des points de F en les- 


quels l'oscillation de f(x) sur Fest au moins égale à !. d'est un 
2 
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ensemble fermé partout non dense sur F, puisque f(r) est ponc- 
tuellement discontunue sur F. 

(x, 3) étant l'un quelconque des intervalles contigns à ®, sub- 
divisons-le en deux intervalles égaux (x, 39}, (20, 5); subdivisons 
chacun d’eux en deux intervalles égaux, cela nous donne, en parti- 
culier, les deux intervalles extrêmes (x, 3_,), (3:, 6) que nous 
subdivisons en deux intervalles égaux par les points 3_, et 3, res- 
pectivement. Continuons de même en subdivisant les intervalles 
extrêmes (æ, 3_»), (3», B) en deux intervalles égaux, etc. L’inter- 
valle (x, B) considéré se trouve ainsi divisé en une suite, infinie 
dans les deux sens, d’intervalles (3;, :;,,). Dans (25, 5;;, ji n'y à 


pas de points en lesquels l’oscillauion de f(r) sur F surpasse 2 


donc, en subdivisant (z;, z;,,) en assez de parties égales, les oscil- 
lations de f(x) sur les parties de F contenues dans chacun de ces 
intervalles partiels ne surpasseront pas *.. 

Supposons, pour fixer les idées, que l’on prenne toujours Île 
plus petit nombre de parties qui conduise à ce résultat; on aura 
ainsi subdivisé (x, B) à l’aide de points 


œ + 3 - 


Lt ta<m= HI Te L.. 





2: 


Nous convenons, pour les points de F tels que l’on ait 


TSX Lits 
de prendre 


à? I, 


g(x) = 5 
l; et L; étant les limites inférieure et supérieure des valeurs prises 
par f(x) sur la partie de F située dans (x;, æ;,1). 

Si a appartient à F sans appartenir à ®, on posera ç(a) — f(a) 
et de même si b appartient à F sans appartenir à ®, on posera 
e(6)= (D). 

[l est clair que w (x), maintenant définie par tout point n'appar- 
tenant pas à ®, diffère de f(x) de n au plus en dehors de ®. 

Nous allons indiquer comment la répétition transfinie de ce 
procédé permet de déterminer @(x) dans tout (a, b), puis nous 
prouverous que (x) est de classe un au plus en dehors de ®. 

Appliquons notre procédé au cas où F est tout l'intervalle (a, b); 
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cette opération O, nous fourmit & sauf aux points d’un ensemble 
fermé $ que nous désignons par e,. Prenons cet ensemble e, pour 
ensemble F, la nouvelle opération, l’opération O; nous donnera ® 
sauf aux points d’un ensemble ® que nous désignerons par ea. 
Puis nous prendrons e, pour F, d'où une opération O;, etc. S'il 
arrive que €, n'existe pas, ? sera entièrement déterminé par l’opé- 
ration O,; ceci peut se produire pour une valeur quelconque de n, 


par exemple pour » —1. Mais il se peut aussi que l’on épuise la 
suite des indices » entiers finis sans déterminer o(x) dans tout(a, b). 
Fous les ensembles e,, €:, ... existent, ils sont fermés, chacun 


d'eux contient le suivant, il y a donc des points communs à tous 
ces ensembles et ces points constituent un ensemble fermé que 
nous noterons €. 

L'opération O,,, de nature différente des précédentes, se réduira 
tout simplement à la construction de e,, et à la constatation, 
qu'après les opérations précédant O,,, la fonction ? est connue sauf 
aux points de e,,. 

L'opération O,,,, sera celle dans laquelle on prendra 7, comme 
ensemble F et, d’une façon générale l'opération O,,;, suivant 
immédiatement l'opération O, qui aura fourni (x) sauf aux 
points de e,, sera celle dans laquelle on prendra e, comme 


— 
« 


ensemble 

Chaque fois que l’on aura épuisé les indices finis et transfimis 
inférieurs à un nombre transfini de seconde espèce «, sans arriver 
à définir +? dans tout (a, b}, c'est que les ensembles eg existeront 
tous pour 8 € a. Il y a alors des points communs à tous les eg et 
qui constituent un ensemble fermé e,. L'opération O, se réduit 
alors à la construction de e, et à la constatation, qu'après les opé- 
rations O8 (8 << a), on connaît (x) sauf aux points de e,. 

La famille des opérations O est ainsi définie, elle fournit une suite 
bien ordonnée d’ensembles fermés e,, ex, ... tels que chacun 
contient tous les suivants et que chacuu d’eux est partout non 
dense sur ceux qui le précèdent puisque f est ponctuellement dis- 
continue sur tout ensemble fermé F. Deux ensembles e;, e; 
d'indices différents ne peuvent donc pas être identiques, aussi 
(voir la note de la fin du Volume) la suite des e; est au plus 
dénombrable. En d’autres termes, après un nombre fini ou une 
infinité dénombrable d'opérations, nous arrivons à une opéra- 
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a pas d'ensemble exceptionnel e,, 
(x) dans tout (a, à). 

Montrons maintenant que ®(æ) est de classe un au plus dans 
lintervalle (a, b) que nous noterons e,. 


uon 0), pour laquelle 1l n' 


V 
c'est-à-dire faisant connaître % 


X étant un point quelconque de e,, X appartient à des ensem- 
bles es, e,, -.., mais comme €, n’exisle pas, 1l y a un premier 
indice x, au plus égal. à u, et à parur duquel X n'appartient plus 
à e,. « est d'ailleurs de première espèce; un point, appartenant à 
tous les eg d'indices inférieurs à un nombre ; de seconde espèce. 
appartient en effet à e, par définition même de e,. La fonction o(x) 
a donc été définie au point X à l'opération O, et par l'intermédiaire 
d’un intervalle (x;, x;,,) contenant X et provenant de la subdivision 
d'un intervalle conugu à e,. Si X est distant de e, de : au MIOINS, 


et si l'on a 


nous poserons 
zn(X) — D(X),. 
Nous poserons 


p(a)— c(a)= f{a) ut sn(b) = 21b)—/f(b). 


Les points en lesquels o,(x) est ainsi définie, les points & et D 
mis à part, se répartissent naturellement en ensembles fermés; 
E, sera l’ensemble de ceux des points X appartenant à tous les eg, 
pour lesquels B est inférieur à &, et n'appartenant pas à e,, auxquels 
s'applique notre définition de w,(x). 

Les différents E, sont à la distance 2 au moins les uns des 


Fe à 
autres, donc 1l y en a au plus p(b — a) qui existent effectivement. 
Chacun d'eux se décompose par la considération des inter- 
PTiriT Ti 
P+1 
sur chacun de ceux-ci, o(x), donc »,(x), est constante. 


Finalement 6,(æx}) est définie par la condition d’être constante 
sur un nombre fini d’ensembles fermés séparés les uns des autres; 
donc on peut compléter la définition de ®,(x) dans (a, b) de 
façon que ®,(x) soit continue dans tout (a, b). 

Il est clair que (zx) est la limite des fonctions w,(x) quand p 
augmente indéfiniment; en tout point Xonaeneffeto(r)—,(x) 


valles (æ ) en un nombre fini d’ensembles fermés et, 


à parur d’une certaine valeur de p que lon détermine ainsi : 
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soit & l’indice à parür duquel X n'appartient plus à e,, soit { la 
distance de X à e,, soit (x;, æ;,,), l'intervalle provenant de la 
subdivision des intervalles contigus à e, et tel que l’on ait 

æ;< À se Lit) 


X — >; 





: , à ‘ ] 
Ut entier au moins égal à la fois à - el à - 
P est le plus peu gal à la fois 3€ RE 


IT. — Les fonctions primitives des dérivées partout finies. 


Soit /(x) une fonction dérivée partout finie dans (a, b); nous 
avons, dans ce qui précède, appris à trouver la fonction primitive 
de f(x) quand f(x) est sommable. Il est clair que les procédés de 
Cauchy et Dirichlet nous permettent d'atteindre, à partir de là, la 
fonction primitive de f(x) quand les points de non-sommabilité (tj 
de f(x) forment un ensemble réductible. Bornons-nous au cas où 
les deux extrémités de l’intervalle considéré (a, b) sont les seuls 
points de non-sommabilité de f(x); alors on peut obtenir la fonc- 
tion primitive F(x) par un passage à la limite et en particulier 


on à 
F(b) a Fa) = lim[F(8) RE F(ax)}, 


quand on fait tendre à vers a et 5 vers b, de façon que l’on ait 
a Lau i<hb. 


De ce cas particulier nous allons de suite déduire un résultat 
très étendu. Remarquons pour cela que les points de non-somma- 
bilité d’une fonction f(x) forment nécessairement un ensemble 
fermé E, puisque, si x, est point de sommabilité, c’est-à-dire si x 
est trtérieur à un intervalle dans lequel f(x) est sommable, tous 
les points suffisamment voisins de x, pour être intérieurs au même 
intervalle, sont aussi des points de sommabilité. 

Dire qu'un point appartient à E, c’est dire que f(x) n’est 
sommable dans aucun intervalle contenant ce point; mais ce 
n'est pas dire, remarquons-le bien, que f(x) n’est pas sommable 
sûr E autour de ce point. Nous allons examiner précisément le cas 
cas où /(z) est sommable sur E. 


A ? 


(*) Points dans le voisinage desquels f(æ) n'est pas sommabhle. 
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Nous connaissons déjà F(zx), à une constante additive près, 
dans tout intervalle contigu à E, il suffirait, pour achever de 
déterminer F(x), de savoir construire la fonction F,(x) continue, 
égale à F(x) aux points de E, en a et en b, et linéaire dans les 
intervalles où F(x) est déjà connue ('). 

Or, nous connaissons en tout point les dérivées à droite et à 
gauche de F,(x); F,(æ)et F(x)ont. en effet, la même derivée f(x) 
aux points de E qui ne sont n1 origines, ni extrémités d’intervalles 
contigus à E; si (æ«, B) est un intervalle contigu à E, la dérivée 
de F,(x) en tout point intérieur à (x, B) est la quantité connue 
r[F(æ), «, B]; cette quantité est aussi la dérivée à droite de F,(x) 
en « et la dérivée à gauche en B; en x la dérivée à gauche de F,(x) 
est f(x) sauf si « est point isolé de E auquel cas « est aussi extré- 
mité d’un intervalle contigu à E et l'on connaît la dérivée à gauche 
de F,(x) en «; on connaît de même la dérivée à droite de F(zx) 
en 6. Si donc F,(æ}est à variation bornée, c’est-à-dire s1 sa dérivée 
à droite, par exemple, est sommable, nous saurons calculer (x). 
Or la dérivée à droite de F,(x) n’est sommable que si elle est som- 
mable d’une part sur E, c’est-à-dire si f(x) est sommable sur E, et 
d'autre part dans l’ensemble des intervalles contigus à E, c'est- 
à-dire si la série Z[F(B)— F(x)] étendue aux intervalles contigus 
à E est absolument convergente ; donc, lorsque les conditions pré- 
cédentes sont remplies, nous avons 


F(6)—F(a)= f fade + S{F(B)—F(a)] 
E 


Pour donner à ce résultat toute sa portée, remarquons que nous 
nous sommes servis uniquement du fait que E est fermé, donc : 


Si l’on connaît la fonction primitive F(xz) d'une fonc- 
tion f(x), donnée dans un intervalle (a,'b), dans tout inter- 
valle (x, B) contigu à un ensemble fermé E: 

st la série Z[F(B)—F(a)] est absolument convergente; 





(‘) Nous introduisons ici les extrémités a et b de l'intervalle considéré, parce 
que nous sommes convenus de considérer (a, æ,) et (x, b) comme deux inter- 
valles contigus à E,, x, et x, étant respectivement les points de plus petite et 
de plus grande abscisse de E,. 
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si f(x) est sommable sur E, on a 
F(b)—F(a)= f ferde + 2LF(B)—F(a)] 
E 


Or, nous allons voir que, dès que la première des trois condi- 
ions de l'énoncé précédent (!} est remplie, il existe un intervalle 
partiel £, à l’intérieur duquel E a des points, et dans lequel les 

deux autres conditions de l’énoncé sont aussi remplies. 

Supposons, en effet, F(x) connue dans tout intervalle contigu 
à un ensemble fermé E; alors : 

ou bien E n’est pas parfait; prenons un intérvalle £ contenant à 
son intérieur un seul point de E, ce qui est possible puisque E a 
des points isolés; dans £ les trois conditions de l’énoncé sont 
remplies ; 

ou bien E est parfait. Nous avons appris, page 155, à choisir 
une suite de valeurs h, tendant vers zéro et telles que le rap- 
port r[F(x), x, x+ Ah] ait, pour À compris entre h,,, et À,, 


une oscillation au plus égale à =. Considérons f(æ) comme la 


limite des fonctions continues r[F(x), x, x + hx] — fr; nous 
savons qu’on peut déterminer un intervalle f, contenant des points 
de E, et dans lequel f et les fonctions f,,, sont, sur E, égales et 
constantes à 4e près, pour toutes les valeurs positives de p, n ayant 
été convenablement choisi, page 203. Je dis que cet intervalle à 
répond à la question. En effet, pour x situé dans à et sur E, 


r[F(x), x, x+h] est, pour h< h,, différent de - au plus de 
l’une des /;; donc la valeur de r[F(x), x, x + h| est constante 
à 4€ +- = près. Ainsi, sauf peut-être pour les intervalles contigus 


à E qui sont de longueur supérieure à ,, lesquels sont en nombre 
fini, tout intervalle (æ, 5) contigu à E et compris dans ? donne 


3 : 1 . 
pour r[F(x),«,6]une valeur constante à 4e + = près, on a donc, 


pour {out intervalle contigu à E et compris dans 5, 


jrCF(æ), «, B]| < M, 





(1) J'ai indiqné cet énoncé dans ma Fhèse en note de la page 42. Il marque le 
point extrême que j'avais atteint dans la recherche des fonctions primitives. 
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M étant un nombre fini. Il en résulte 
IFCB)— Fa) < MB —x2) 


pour tous les intervalles contigus compris dans é. IL est donc bien 
clair que, pour la partie de E située dans r, la série 2[F(3)— F(x)] 
est absolument convergente. Mais, d'autre part, f(x), étant cons- 
tante à 2e près sur E, est bornée, donc sommable, et toutes les 
conditions requises pour l'application de notre théorème sont 
remplies dans £. 

Dès lors, dans tout intervalle contenant des points de EË, on en 
peut trouver un autre, contenant des points de E, et dans lequel 
nous savons déterminer la fonction primitive de f(x). Les points 
de E qui ne sont pas intérieurs à de tels initervalles forment donc 
un ensemble, évidemment fermé, partout non dense sur E. Soit H 
cet ensemble: si (4, m) est un intervalle contigu à H et st nous 


prenons (À, u) tèl que 
EL RU <m, 


nous savons calculer la fonction primitive de f(x) dans (}, p); 
donc un passage à la limite nous donne cette fonction dans (/,m). 
Ainsi : sé l'on sait déterminer, à une constante additive près, 
la fonction primitive d'une fonction dérivée f(x) dans tout 
intervalle contigu à un ensemble fermé E, on sait par cela 
même la déterminer dans tout intervalle contigu à un ensemble 
fermé H, formé de points de E et partout non dense sur E. 
Cette proposition va nous permettre d'opérer par récurreuce 
transfinie. Prenons tout d’abord pour E l'intervalle (a, b} lui- 
même; l'ensemble H est alors l’ensemble E, des points de non- 
sommabilité de f(x) et nous appellerons O: l'opération qui fait 
connaître F(æ) dans les intervalles contigus à E,. Prenons ensuite E, 
pour ensemble E, nous désignerons par E, l’ensemble H fourni 
par E,, et O, désignera l'opération qui fournit F(x) dans les inter- 
valles contigus à E:. Et ainsi de suite. Si l’on épuise tous les 
indices finis sans arriver à trouver F(x) dans tout (a, b), c’est que 
tous les ensembles E,, É+, ... existent. Comme ils sont fermés 
et que chacun d'eux contient tous les suivants, 1l y a alors des 
points communs à tous ces ensembles; ces points forment un 
ensemble fermé E,, contenu dans les E, et non dense sur chacun 
d'eux. L'opération O, consistera à déduire F(x) dans les inter- 
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valles contigus à E,, de la connaissance de F(x) dans les intervalles 
conligus aux E,, par passage à la limite. 

D'une façon plus générale, si les opérations d'indices inférieurs 
à « n’ont pas donné F(x) dans tout (a, b), l'opération O, se défi- 
uit comme 1l suit : 


Si x est fini ou transfini de première espèce, l'opération O, est 
celle qui consiste à calculer F(x) dans les intervalles contigus à 
un ensemble fermé E, que l’on obtient comme ensemble H quand 
on fait jouer à E,_, le rôle de EF; 

Si æ est transfini de seconde espèce, les ensembles Es pour B < x 
existent tous; il y a des points communs à tous ces Eg; ces points 
forment un ensemble fermé E,; l'opération O, consiste en la 
détermination, par passage à la limite, de F(x) dans les intervalles 
contigus à E,. 


Gette suite finie ou transfinie d'opérations, qui constitue la 
totalisation, a été imaginée par M. À. Denjoy. Il est-clair que la 
suite d’ensembles fermés E,, E;, ..., tous différents de ceux qui 
les précèdent et contenus dans ceux-ci, ne peut contenir qu'un 
nombre fini ou une infinité dénombrable de termes, donc, La tota- 
lisation permet, dans tous les cas, de déterminer la fonction 
primitive d'une fonction dérivée connue, dans tout l'intervalle 
où cetle dérivée est donnée. 

Nous reviendrons plus loin sur l'opération de totalisation et sur 
la recherche des fonctions primitives des nombres dérivés: pour 
le moment, nous allons modifier notre procédé opératoire, en en 
conservant toutefois la référence transfinie qui en est l'essentiel, 
et nous arriverons ainsi à trouver les fonctions primitives des 
dérivées sans utiliser la notion d'intégrale de fonction som- 
mable (1). Le procédé généralise celui de la page 95. 





(*) La possibilité de se passer de cette notion est certaine, puisqu'on peut 
‘toujours remplacer une intégrale par une des sommes qui sert à sa définition 
choisie de manière à ne commettre qu'une erreur aussi petite que l'on veut, 
puis passer à la limite; seulement, il s’agit alors toujours d’un emploi de l’inté- 
grale, mais d’un emploi masqué. 

Le procédé qui va être indiqué, et que j'ai fait connaître dans un article des 
Acta Mathematica (\, 49), s’écarte plus sensiblement de la totalisation telle 
qu'elle vient d’être exposée et se rapproche au contraire de la construction dela 
démonstration de la condition suffisante du théorème de M. Baire. 
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n étant un nombre positif arbitrairement choisi, nous allons 
construire une fonction D(x) qui ne s’écarte de F(x) que de x 
au plus, au point de vue différentiel; c'est-à-dire qui est telle 
que, dans tout intervalle posilif (x, 5), on ait 


IC PCB)— B(a)]—[F(B)— F(a)JIS m6 — x). 


Il est clair que si l'on sait construire cette fonction D(x) quel 
que soit n, on en déduira F(x) par un passage à la limite (*). 
La construction de la fonction ®(zx}) est basée sur les remarques 
suivantes : 

Si l'on connaît une fonction ®D,(x) pour l'intervalle 
positif (x1, æ:) et une fonction ®,(x) pour l'intervalle 
positif (Z», Za), la fonction W(r) égale à ®,(x) dans (x, r2) 


et donnée par 
W(x) = Dix) — D,(xe) + Pi(x:) 


dans (x:, Za), est une fonction (x) pour (x, æ;). En effet, si 
l’on prend un intervalle (a, B) situé dans (x,,æ2) ou (x:, ra), il 
est clair que l’on a 
ICFCB)— Wia)]—[F(8)—F(a)]|£n(B—«); 
si l’on a 
LISA LE La LB 3. 
on a 
JEWCB)— Ca) —LFCÉ)— F(a)]| 
<ILF(B)— Fa:)]—[F(B)— F(a)ji 
HIT) — Wa) —[F(a)— F(a)]I£En(B — 22) + (ar — a). 


Si l'on a une suite croissante (ou décroissante) de nombres x; 
tendant vers une limite X, l'application répétée du procédé 
précédent fournit pour tout (x, X) une fonction ® à partir de 
fonctions D:(x) relatives aux intervalles (ti, xiss). 


I] suffit évidemment de prouver que la fonction W résultant de la 
construction de l'énoncé est continue au point X. Or on a, en 
supposant, par exemple, la suite croissante et x, <x <X, 


IEF(z)— Waa)]—{F(z)—F(æ)]ISnx — 2) EX — zu); 


(!) Le nombre dérivé supérieur à droite A, (x), par exemple, tend vers f(x) 
quand n tend vers zéro; on comparera Îles constructions de A,D(æz) et de Ja 
fonction g(æx) définie page 206. 
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donc, dans (x, X) l’oscillation de W(x) est au plus l’oscillation 
de F(x) augmentée de n(X — x,). L'oscillation de W(zxz) dans 
(Zn, X) tend donc vers zéro avec la longueur de (zh, X). 

Il résulte de là en particulier que, lorsqu'on sait déterminer 
une fonction ®(x) pour tout intervalle (a, B) entièrement 
intérieur à un intervalle (a, b), 


a La LB <b, 


on sait en déterminer une pour (a, b). 

Notons enfin que, st l’on connaît nne fonction D(x) pour 
tout intervalle (a, ) contigu à un ensemble fermé &, 

st la série correspondante Z[®D(6) — D(x)] est absolument 
convergente, 

st la fonction f(x) est constante à moins de près sur 6, 

on obtient en tout point x de (a,'b) une fonction D(x) à l'aide 
de l'expression 


De) (BCE) — Ba] + fe m(67); 


fo est l'une des valeurs prises par f(x) sur 6: les indices a et x 
tndiquent qu'on ne s'occupe que des parties de & et des inter- 
valles contigus à & situés dans (a, x). 

[l nous suffira de démontrer cette proposition pour x — b. Pour 
le faire, couvrons (a, b) à partir de a d’une chaîne d’intervalles 
dont les uns seront des intervalles contigus à & et Les autres des 
intervalles de longueur À au plus, ayant pour origine et extrémité 
des points x, 7 + h de & et tels que l’on ait 


m£r[F(x), æ, æz+A]<M, 


m et M étant deux nombres distants de n au plus et comprenant 
entre eux toutes les valeurs prises par f(x) sur &. Nous allons 
évaluer F(b) —F(a) à l’aide de cette chaîne; mais auparavant il 
nous faut remarquer que la série Z[(B) — F(x)], étendue aux 
intervalles (>, 8) contigus à &, est absolument convergente, 
parce que F(B) —F(x) diffère de D(B) — D(x) de n(B— «) 
au plus. 

Ceci étant, les intervalles de la chaîne nous donnent comme 
contribution dans F(b) — F(a) : 

d'une part, une partie de la somme Y[F(B)— F(x)] conte- 
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nant en particulier tous les termes provenant des intervalles (x, 6} 
de longueut supérieure à À, done tendant vers 3 [F(B) — F(x)] 
quand À tend vers zéro; 
d'autre part, la mesure des longueurs des intervalles de Îa 
seconde sorte, c'est-à-dire une mesure tendant vers m(6) quand À 
tend vers zéro, multipliée par un nombre compris entre m et M. 
La somme de ces deux contributions est 


E[D(5)— b(a)] + fo m8) 
E(3—a)+nmiés)=n(b— a) 


près. L’énoncé est légitimé. 

Nous avons vu qu'un ensemble fermé & étant donné, 1l était 
possible de déterminer un intervalle { contenant des points de 6 à 
son intéricur, dans lequel f(x) est constante à n près sur 6 et 
pour lequel la somme Ë;[F(B) — F(x)], étendue aux parties des 
intervalles contigus à & qui sont situées dans #, est absolument 
convergente. Alors, si l’on connaît des fonctions d(x) pour 
chaque intervalle contigu à 6, la somme X;[®(B6)—®D(ax)] est aussi 
absolument convergente, et nous sommes dans les conditions 
d'application du théorème précédent. 

En d’autres termes, dès que la première des conditions du 
précédent énoncé est remplie, les points de & qui ne sont pas à 
l'intérieur d’intervalles ? dans lesquels les trois conditions de cet 
énoncé sont remplies, forment un ensemble, nécessairement 
fermé, qui est partout non dense sur &. Par suite, st l'on a pu 
déterminer des fonctions ® pour tous les intervalles contigus 
à un ensemble fermé &, on peut déterminer des fonctions ® 
pour tous lesintervalles contigus àunensemble fermé d£, forme 
de points de & et partout non dense sur &. 

IL est dès lors clair que cet énoncé nous permel la construction 
de D(x) par récurrente transfinie : 

L'opération O, sera celle dans laquelle on prendra (a, b) pour 
ensemble 6, l’ensemble 4€ sera un ensemble &, qui contiendra 
tous les points en lesquels l'oscillation de f(x) est supérieure à 
et certains de ceux en lesquels l'oscillation est égale à n. O, fera 
connaître ®(zx) dans tout intervalle ne contenant pas à son 
intérieur de point de 6. 
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Si + est fim, ou lransfini de première espèce, l'opération O, , 
aura fait connaître ® dans tout intervalle ne contenant pas à son 
intérieur de points d’un ensemble fermé 6, .. L'opération ©, sera 
celle dans laquelle &,_, jouera le rôle de 6, elle conduira comme 
ensemble #€ à un ensemble &, et fera connaitre P(zx) dans tout 
intervalle ne contenant, à son intérieur, aucun point de 6. 

S1 + est de deuxième espèce, les points communs à tous les 8, 
pour $<[«, forment un ensemble &,; les opérations O4 ont 
formé D{xr) dans tout intervalle ne contenant aucun point de &, 
ni à son intérieur, ni comme origine ou extrémité. 

L'opération O, fera connaître D(x) dans tout intervalle ne 
contenant pas de point de &, à son intérieur. 

La fonction D(x) sera fournie dans tout (a, b) par cette récur- 
rence transfinie; pour que cette fonctiou qui, dans ce qui précède, 
dépend de choix laissés arbitraires, soit déterminée, il suffirait 
de fixer ces choix par des lois. Cela serait facile, mais il est tout à 
fait inutile d'y insister. 

D(x) étant alors définie pour chaque nombre 7, en faisant 
tendre n vers zéro, on aurait F(r) comme limite de D(x). 


Nous avons donc deux procédés transfinis, légèrement différents, 
qui nous permettent tous deux d'obtenir la fonction primitive F(x) 
d’une dérivée f(x) donnée; montrons par des exemples que toutes 
les étapes prévues de ces procédés transfinis sont nécessaires (!). 

Désignons par o(x) une fonction définie dans (0,1), qui y est 
continue et dérivable, telle que l’on ait 





PCE)IE æ?, [PCI — z), 


qui est à variation bornée dans (}, 1 — h) et à variation uon 
bornée dans (0, 4), (1 — k, 1}, si petit que soit À positif, et dont 
la dérivée est continue sauf pour x —o et x —1. 





() Une opération nouvelle O, peut être nécessitée par le fait que l'une ou 
l'autre des diverses conditions figurant dans nos énoncés n'est pas remplie dans 
tout (a, b}); on peut se proposer de montrer par des exemples que chacune de 
ces conditions nécessite, à elle seule, toutes les étapes du transfini. C’est ce qu'a 
fait M. Denjoy. Le lecteur se reportera à ses travaux. Ici, on montrera seulement 
que l’ensemble des conditions de nos énoncés nécessite l'emploi du transfini dans 
toute sa généralité. 
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On pourra prendre par exemple, 


g(æx) = x?(1— rt)sin NT 

l'ensemble des racines de ®’(x) — o forme alors un ensemble dont 
le dérivé se réduit à o et 1. Mais on pourrait aussi choisir q(x) 
de manière que, parmi les racines œ'(x) — 0, se trouvent tous les 
points d’uu ensemble parfait ou fermé quelconque. 

Soit À un nombre fini ou transfini quelconque, nous allons 
définir des fonctions F,(x), F:(æ), …., F1(x) dont la détermi- 
nation à partir de leurs dérivées exigeraient respectivement les 
opérations O,; O, et O,; O,, Oet O,; ...; O1, Où, ..., On. Et 
cela qu'il s'agisse de l’un ou de l’autre de nos deux procédés 
transfinis. 

Rangeons pour cela en une suite S simplement infinie les 
nombres finis et transfinis jusqu'à À, soit À4, A1, .... Sif est un 
nombre transfini de seconde espèce, au plus égal à À, nous appel- 
lerons suite déterminant 8 celle obtenue en barrant dans $S d’abord 
tout nombre égal ou supérieur à 6, puis tout nombre qui, dans 
la suité aiusi obtenue, est précédé par un nombre plus grand 
que lui. 

Désignons par E un ensemble fermé partout non dense, choisi 
une fois pour toutes dans (0,1). F,(x) sera la fonction o(x). 

F,(x) sera, pour un indice & fini, ou transfini de première 


espèce, la fonction nulle sur E et égale à (m — D Fais), 





m 

dans l'intervalle ({, m) contigu à E. Fs(x) sera, pour $ transfini 
de seconde espèce et déterminé par la suite B:, B:, ..., la fonc- 
tion égale à 

ml 35)] 

2 B, 2 
pour 

2P + — 9P—1 


Il est clair que les fonctions ainsi construites sont continues et 
ont des dérivées qui se forment à partir de wo’ comme les F se 
forment à partir de w. On voit de suite que la détermination de la 
fonction F,, quel que soit son indice y, à partir de sa dérivée, 
exige les opérations O,, O;, ..., jusqu’à O, et cela qu'il s'agisse 
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de l’un ou de l’autre des deux procédés de recherche que nous 
avons décrits (!}. 

À la vérité, certaines de ces opérations sont très simples; par 
exemple, pour F,(x) l'opération O, de la totalisation se réduit 
à choisir les fonctions primitives dans les intervalles conuigus à E 
qui sont nulles aux origines de ces intervalles contigus; il n’y a 
pas à intégrer sur E, puisque F,(x) est nulle sur E. Mais il suf- 
firait d'ajouter à chaque fonction F,(x) une fouction u,(x) à 
dérivée continue, pour avoir une fonction #,(x) dont la détermi- 
nation à partir de sa dérivée nécessiterait toutes les opérations O,, 
O2, jusqu’à O,, ces opérations comportant des intégrations sur 
des ensembles; intégrations exactes dans le premier procédé, 
celui de la totalisation, et intégrations approchées dans le second. 


III. -- Les fonctions primitives des nombres dérivés 
partout finis. 


Lorsqu'on essaie d'étendre à la détermination de la fonction 
primitive d'un nombre dérivé donné partout fini les procédés du 
paragraphe précédent, on est arrêté dès les premiers pas. Ces 
procédés sont en eflet basés sur le fait qu’une dérivée est une 
fonction de classe un au. plus, et par suite est ponctuellement 
discontinue sur tout ensemble parfait; or, nous savons seulement, 
page 1795, que les nombres dérivés sont de seconde classe au plus 
et de là nous avons pu déduire seulement qu’ils sont mesurables B. 

Si l’on examine d’un peu plus près les deux procédés du para- 
graphe précédent, on remarque que, tandis que le second utilise 
bien le fait que la dérivée est ponctuellement discontinue sur tout 
ensemble parfait, le premier s'appuie seulement, en réalité, sur 
une proposition qu'on pourrait formuler ainsi : Une fonction 
dérivée partout finie est ponctuellement non bornée sur tout 
ensemble parfait ou fermé (?). 





(:) Il arrive en etïet que, sur les ensembles fermés que la suite transfinic 
d'opérations conduit à considérer, il y a identité entre les points de disconti- 
nuité de la dérivée, ses points de non-sommabilité et les points autour desquels 
la dérivée est non bornée. | | 

(?) Il convient de faire à l’occasion de cet énoncé et des suivants une observation 
analogue à celle formulée en note, page 99; on doit donc comprendre que toute 
dérivée est soit bornée, soit ponctuellement non bornée sur tout ensemble feriné. 
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Or, M. Denjoy a obtenu, relativement à tout nombre dérivé une 
proposition qui, pour la recherche de la fonction primitive, rem- 
place exactement la précédente et que l’on peut énoncer : 

Lorsque le nombre dérivé supérieur à droite A4F(x) d’une 
fonction continue F(x) est partout fini ou du moins jamais 
égal à +, il est ponctuellement non borné supérieurement 
sur tout ensemble fermé. 

Ou, d’une façon plus précise : Lorsque le nombre dérivé supé- 
rieur à droite AaF(x) d'une fonction continue F(x)n'est égal 
à + æoen aucun point d’un ensemble fermé ËE, il existe un 
nombre positif M et un intervalle T contenant à son intérieur 
des points de E et tels que, pour tout intervalle (a; 6) dont 
l'origine est point de E et de T, on ait 


r[F(x), « 5]< M. 


Il est clair que le second énoncé entraîne le premier (1); il est 
clair aussi que, lorsque nous les aurons démontrés pour tout 
ensemble parfait, ils seront prouvés par cela même pour tout 
ensemble fermé E puisque tout point isolé de E est point en lequel 
Ag n’est pas égal à + et par suite peut être enfermé dans un 
intervalle I satisfaisant aux conditions du second énoncé. 

Démontrons le second énoncé (?). 

Désignons par E, , l’ensemble des points x, d’un ensemble par- 
fait E pour lesquels on a 


rÉF(x), Zu tot RA]£ an, 


S ? ss I .E , . 
dès que l’on a h2=5 En, est un ensemble fermé, puisque 


r[F(x}), æo, ro—+h] est, pour AZ _, une fonction continue de 


l'ensemble des deux variables x, et À dont dépend ce rapport. 
L'ensemble E, des points communs à tous les E,,,, de même 
indice nr, est donc aussi un ensemble fermé. E est la somme des E, 
puisque A4F (zx) est supposé fini en tout point de E ou du moins 
non égal à +0. Donc, en raisonnant comme à la page 20, on 





(*) Ce second énoncé précise le premier comme celui de la page 203 précise la 
condition nécessaire pour qu'une fonction soit de classe un. 

(*) Les deux énoncés précédents remplacent la proposition que M. Denjoy 
appelle le premier théorèine fondamental (descriptif)relatif aux nombres dérivés. 
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voit qu'il existe un intervalle | dans lequel E est identique à 


l’un, E», des E,; alors, pour tout point appartenant à la fois à E 
étàl,ona 


r[F(æ), « B]SM, 
quel que soit 5 => x; ce qui démontre le théorème. 
Nous utiliserons aussi la propriété suivante (! ): 


Si le rapportr[F(x), to, to + h] relatif à une fonction con- 
tinue F(x) est borné supérieurement uniformément pour tous 
les points x, appartenant à un ensemble fermé E, h> 0, 


la série Z[F(B) — F(x)], étendue aux intervalles contigus 
à EÉ est alors convergente, 


le nombre dérivé supérieur à droite A4F(x) n'est, sur E, 
égal à — qu'aux points d'un ensemble de mesure nulle, En. 


AaF(x) a, dans l’ensemble E — Ef*, une intégrale déter- 
minée, finite, et l’on a 


F(b)— F(a)£ f Au FC) de + S[F(3)— F(a)]. 
EE" 


Lorsque E'* n'existe pas, c'est le signe égal qui convient. 
Désignons par E, l’ensemble des points de E en lesquels on a 
D P d q 
NEEDS 
£ étant arbitrairement choisi positif. 


Soit G(x) la fonction continue égale à F(x) aux points de E et 


linéaire dans les intervalles contigus à E. Pour x, à l'origine ou à 
l'intérieur d’un tel intervalle (x, B),on a 


Aa G(æ) = r[F(&), a, 8] < 4, 


si Æ est la limite supérieure dont parle l'énoncé. Aux points de E, 
qui ne sont pas origines d’intervalles contigus à E, on a d’ailleurs 
AuG(æ)SAgF(&)<E. 


AaG (x) étant borné supérieurement dans tout (a, b), G(æ} est à 
variation bornée et l’on a, en désignant (a, b) par H,, et l’ensemble 


a  , 


{1} Cette propriété remplacera ici le second théoréme fondamental (métrique) 
relatif aux nombres dérivés, de M. Denjoy. 
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des points où A4 G(r) = — © par E” 


G(b)— G(ar= [  AuG(x)dr—N(EË) 
Ho—Èe" 
= [ AaG(æ)dr-+ Y(G(B)—G(a)]— NE); 
“E-Ein 
le symbole N(E£*) ayant le sens indiqué page 181. En tout point 
de E, on a A4F(x)2A4aG(x); inégalité dont le second membre est 
borné sauf aux points de E! ; donc l’ensemble E* est contenu 
dans E£* et par suite de mesure nulle. 
De plus la série Z/em(E,) ne peut être inférieure à 


" 


| [AaG(x)—<]dx; 
& E—Ei" 
puisque, presque partout sur E, A4F(x) est au moins égale 
à AaG(x); en termes plus précis, on peut dire que les valeurs de { 
négatives fournissent des ensembles E, qui donnent dans À /em(E) 
une contribution au moins égale à celle qu'ils donnent dans l'inté- 
grale précédente, tandis que les { positifs donnent des Îe au plus 
égaux à 4, donc [ AaF(x)dzx existe et est au moins égale 
LA E—E!7 
a f AaG(zx) dx. Les deux intégrales sont, il est vrai, étendues 
E—E;" 
à des intervalles différents, E — Ef* et E — E{", mais qui différent 
seulement par un ensemble de mesure nulle. 
Si enfin on remarque que 
G(b)— G(a)=F(b)—F(a). 
G(B) — Ga) = F(B)—F(x), 


on a l'inégalité du texte 


F(b)—F(a)< AaF(z)dz + X[F(6)—F(x)]. 


E—E'" 


Dans le cas où Ef* n'existe pas, couvrons tout (a, b), à partir 
de a, à l’aide d’une chaîne d’intervalles choisis comme il suit (*). 





(‘}Ilest clair qu'on pourrait remplacer dans ce qui précède l'emploi des 
résultats empruntés au Chapitre IX par leur démonsiration à l'aide de chaines 
d'intervalles : on aurait ainsi, uu prix de quelques longueurs, un exposé plus 
homogène. 
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 Définissons comme il a été fait au Chapitre IX, pages 176 et 
suivantes, des ensembles E, et A, par la considération de 
nombres €, , t. Mais en constituant cette fois les E, à l’aide des 
seuls points de E. Les intervalles de la chaîne ayant pour origines 
des points de E sont choisis satisfaisant aux trois conditions indi- 
quées au Chapitre IX. L’intervalle ayant pour origine un point x, 
d’un intervalle (x, B) contigu à E est l'intervalle (x, G) 

Les intervalles de la première espèce ont, dans l'expression 
de F(b)— F(a), une contribution qui, lorsque #, n, & tendent 
vers Zéro, tend vers faar dr. 

LE 
Un intervalle (x,, 8) de la seconde espèce fournit comme con- 


tribution 
FC5)— Fo) = F3) —F(&)—[{F(xo) —F(æ)]; 
F(xzo)—F(x) est au plus égal à Æ(:r0— x), done la somme des 
termes F(xs)— F(x) est au plus {7 (voir, au Chapitre IX, la 
signification de n) et par suite a des limites nulles ou négalives 
quand €, n, € tendent vers zéro. 
Par suite on a 


F(b)—Fia)2 [ AuF da + S[F(3)— Fo]. 
E 


On à donc bien, conformément à Pénoncé, 
F(b)—F(a)= f Auf da 1 E[F(8)— Fa). 
E 


De ces deux théorèmes il résulte en particulier que : si E est un 
ensemble fermé aux points duquel AaK(x) est fini, il existe 
un intervalle i, contenant des points de E à son intérieur, 
dans lequel AaVW(x) est sommable sur E et pour lequel la 
sérte 2[F(B)—F(x)] des accroissements de K dans les inter- 
valles contigus à E est absolument convergente. 

Montrons, sans supposer cette fois A4 F(x) bornée supérieure- 
ment dans z, que l'accroissement de F dans & est la somme de 
l'intégrale de A4F (x) sur la partie de E située dans t et de tu 
série Z[F(B) —F(x)] relative à E et i, ce que nous noterons 


. E 
Arixi(Ë) = f A4 F(x)dz + Y [F(B)— F(a)]. 
i,E i 
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En effet, s'il n’en était pas ainsi, les points de £ qui ne seraient 
pas intérieurs à des intervalles 7 dans lesquels on aurait 
E 


Ar) = [Aa FCe)de + IFR) — Fa) 
j,E 


formeraient un ensemble fermé H. Un intervalle contigu à H est 
la somme d’une infinité dénombrable d’intervalles ; sans points 
intérieurs communs. Pour chacun de ces intervalles ; on a l'égalité 
précédente. La somme de toutes ces égalités peut être effectuée 


AaF(x)|dz et ZIF(B) —F(a)| 


existent, Et ceci prouve que tout intervalle contigu à H est lui- 





puisque, par hypothèse, f 


iE 


même un intervalle 7. 

Or, des théorèmes de ce paragraphe, il résulte que l’on peut 
trouver un intervalle } contenant à son intérieur des points de H 
et pour lequel r{[F(x}), x, x, +4] est borné quand x, est point 
de H, de sorte que l'on a 


H 
An) = f Aa F(æ)dx SYLE CM) — F2] 
4, Ÿ 


— AuF (x) dr + Ÿ Arm(ôn), 
J, 2 


à,— (4, m,) désignant les intervalles contigus à IT et situés dans À. 
Chaque à, étant un intervalle 7, on a 


Aro (ôn) ef Au FC) dre ŸIF(S)— (2) 


dr, F “s 
LA 6h 


D'où résulte 


E 
Era() = f Au FC) de D LF(BC— FC]; 
LE ; 


ainsi À serait un intervalle 7, ce qui est contraire à la définiuon 
de H. 

Il est clair que nos deux nouveaux énoncés sont entièrement 
analogues à ceux sur lesquels nous avons basé la construction 
d’une fonction à partir de sa dérivée. On peut donc, de même, 
obtenir la fonction primitive d’un nombre dérivé borné par 
récurrence transfinte. 
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Étendons ce résultat au cas suivant : On ne connaît la valeur 
finie f(x) du nombre dérivé supérieur à droite AF(x) qu'excep- 
tion faite des points d'un ensemble dénombrable D; on ne sait 
pas st, aux points de D, AF(x) est fini ou infini. Cas dans 
lequel F(x) est encore déterminée à une constante additive 
près, page 86. 

Le théorème de la page 220 sera remplacé par le suivant : S5, 
aux points d’un ensemble parfait E, F(x) n'est égale à + 
qu'en une infinité dénombrable de points, les points P;, ilexiste 
un nombre positif M et un intervalle | contenant à son inté- 
rieur des points de E et tel que, pour tout intervalle (x; B) dont 
l’origine est point de E et de 1, on ait 

r[F(x), «, 81< M. 


En effet, E est encore la somme d’une infinité dénombrable 
d’ensembles fermés, savoir les E, et les divers points P; consi- 
dérés comme formant chacun a lui seul un ensemble fermé. 
Ces ensembles ne sauraient être tous partout non denses 
sur E, page 203; or tous les P; sont non denses sur E, donc l’un 
des E, est dense sur E dans un intervalle, c'est-à-dire identique 
à EË dans cet intervalle et la démonstration s'achève comme précé- 
demment. 

Alors, en convenant comme toujours qu’on laissera de côté les 
points P; en lesquels A4F(x) est infini dans l'étude de la somma- 
bilité et pour le calcul de l'intégrale, étant donné un ensemble 
fermé E il existe un intervalle x : 


a. Contenant des points de E à son intérieur; 

E 

b. Tetque | AaF(x) dx et S'|F(B)— F(a)] existent; 
ï,E : 

c. E1 pour lequel on a 

, E 
re) = AaF(xz)dz- N'FF(s — Fa). 
()= far DEF (E) I 


t 


En effet, ou bien E contient un point isolé, alors un intervalle £ 
ne contenant à son intérieur que ce seul point de E répond à la 
question; ou bien E est parfait et rien n’est changé au raisonne- 


ment fait antérieurement. 
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De là on déduit encore que toutes les fois que les conditions a. 
et b. sont remplies, c. en résulte. La seule différence, c'est que 
l'intervalle À contenant des points de H, ne sera défini par la con- 
dition que r[F(x)}, xo, #9 + A] soit borné pour x point der et 
de H, que si H est parfait; si H n’est pas parfait, on prendra pour ? 
un intervalle contenant à son intérieur un seul point de H. 

Ainsi la totalisation permet encore le calcul de F(x) quand on 
ne connaît la valeur finie de l’un de ses nombres dérivés qu'excep- 
tion faite des points d’un ensemble dénombrable. 

Il y a à faire une distinction entre les résultats de ce paragraphe 
et du précédent. L'opération fondamentale de la totalisation con- 
siste, un ensemble fermé E étant donné, et la fonction F à obtenir 
étant déjà connue à une constante additive près dans les intervalles 
contigus à E, à déterminer un intervalle £ contenant des points 


E 
de E et pour lequel / f dr. Ÿ [F(B) — F(x)] existent. Mais pour 
iE " 


le cas où f est une dérivée nous avons pu astreindre # à être de 
plus tel que f soit bornée sur la partie E; de E située dans £ et, 
si f est un nombre dérivé supérieur, nous avons pu astreindre £ 
à être de plus tel que f soit bornée supérieurement sur E;. Ainsi 
il y a des modes de totalisations spéciales à côté de la totalisa- 
tion générale, c'est-à-dire celle dans laquelle on ne requiert que 
la sommabilité de f sur E: et que la convergence — donc la con- 


vergence absolue — de D [F(B) — F(x)]. C'est celle-ci que nous 


allons étudier. 
IV. — La totalisation. 


Reprenons d’abord, afin de bien préciser, la définition de la 
suite finie ou transfinie d'opérations qui constitue /a totalisation. 
Cette suite d'opérations est effectuée à partir d'une fonction 
donnée f(x), supposée partout finie (‘) dans (a, b), f(x) est la 
fonction à totaliser ; si les opérations qui vont être indiquées sont 





(‘) Tout à l'heure nous avons négligé les points où Af était infini, donc 
pris Af(æ)=oen ces points. 
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possibles, f(x) est dite totalisable et la totalisation fait alors 
correspondre à f(æ&) une fonction F(.r) continue dans tout (a, b) 
qui est la totale indéfinie de f(x); F(x) n’est déterminée qu'à 
une constante additive près. Si ({, m) est un intervalle quel- 
couque contenu dans (a, b), l’accroissement F(m) — F({) de F(x) 
dans (/, m) est la totale définie de f(x) dans (4, m). La totalisa- 
uon est donc suscepuble d’être considérée pour deux fins diffé- 
rentes; l'obtention d’une fonction, c’est {a totalisation indéfinte ; 
l’obtention d'un nombre, c’est la totalisation définie (1). 

Les opérations de la totalisation sont construites à partir des 
deux suivantes : 


À. On suppose connues des totales indéfinies F;(x) dans 
des intervalles (as, bx) tels que l’on ait 


Fee An Ta LB Lb<..,.< IH, 


les ax tendant vers l'et les by vers m. Alors on forme la fonc- 
tion continue F(x), égale à F,(x) dans (a, b;), égale à 


[Fx(z) — Flex, )| is Fe (ag) — Fri (ax )] De ou F;(@1) 
dans (ax, ax) et égale à 
Fax) — Frbr)] + [Fa (be ns) — Fribro)]+...+Fi(b;) 


dans (bx_1,bx), que l’on prend pour totale indéfinie de F(x) 
dans (l, m). 


B. On a un ensemble fermé E contenu dans un intervalle 
({, m); on suppose connues des totales de f(x) dans les divers 
intervalles (a, B) contigus à E, par rapport à (l, m), on sup- 
pose que la série É[F(B) — F(x)}, fournie par ces totales, est 


a ————— —_—_—_—_—_—Z——ZpZEZEZEZE 


(*) Ce langage très cohérent, introduit par M, Denjoy, montre bien le parallé- 
lisme complet entre totalisation et intégration. Il faut noter pourtant que, dans 
le cas de l'intégration, c’est la notion d’intégrale définie qui est primordiale, 
tandis que, dans le cas de la totalisation, c'est la notion de totale indéfinie qui 
est la plus importante, La totalisation se rattache plus directement à l'intégra- 
tion des équations différentielles qu'au calcu] des quadratures': la totale définie 
est analogue à l'intégrale définie de Duhamel (Chap. VL). 
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convergente et que f(x) est sommable sur E. Alors on forme la 
quantité 


[dx + StF(8)— FC 
E 


que l'on prend pour totale définie de f(x) dans ({, m). 


Les conditions pour que f(x) soit totalisable, sont les sui- 
vantes : 


1° L'opération À doit conduire à une fonction F(x) con- 
tinue en l'eten m; 

2° Quel que soit l'ensemble fermé 6, il doit exister un inter- 
valle (1, m)enfermant des points de &et tel que, sur la partie E 
de G située dans (l,m), f(x) soit sommable et que la série 
S[F(B)— F(x)|, étendue aux intervalles contigus à Æ, soit 
convergente (1). 


Ces conditions étant remplies; en prenant pour & l'intervalle 
(a, b) lui-même, on voit que les points de (a, b) en lesquels (x) 
n’est pas sommable, forment un ensemble E,, partout non dense 
dans (a,b). Des opérations B, suivies d'opérations À, font con- 
naître F(æ) dans tout intervalle contigu à E,; cet ensemble d'opé- 
rations constitue la première opéralion O, de la totalisation. 

Si à est un nombre fini ou un nombre transfini et si les opé- 
rations d'indice inférieur à & n’ont pas fait connaître F(x) dans 
tout (a, b}, elles ont fait connaître F(x) dans tout intervalle ne 
contenant aucun point d'un certain ensemble fermé H. Si & n'est 
pas de seconde espèce, cet ensemble fermé H s'appelle E,_,, il a 
été fourni par l’ensemble O,_4 qui a fait connaître F(zx) dans tout 
intervalle conugu à E,_,. Alors, en prenant E._. pour ensemble 6, 
il résulte de la seconde condition remplie par f(æ) que les points 
de E,..,, qui ne sont pas intérieurs à des intervalles dans lesquels 
on puisse effectuer l'opération B, forment un ensemble fermé E, 
partout non dense sur E,_,. Des opérations B, suivies d'opéra- 











(!) On pourrait rattacher à cet énoncé des propriélés comme celle-ci : la 
somme de plusieuïs fonctions totalisables est totalisable; la totale est la somme 
des totales. 
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ions À, font alors connaître F(x) dans tout intervalle contigu 
à E,. L'ensemble de ces opérations constitue l'opération O, de la 
totalisation. 

Si & est de seconde espèce, l’ensemble H est formé des points 
communs à tous les ensembles E; d'indice inférieur à «. Cet 
ensemble H est alors désigné par E,, et l'opération O, se réduit 
aux opérations À nécessaires pour construire F(x} dans les inter- 
valles contigus à E,, à partir des fonctions F(x) connues dans les 
intervalles contigus aux E; d'indice inférieur à &. 

Les ensembles E,, E,, ..., étant fermés, et chacun d’eux con- 
tenant tous ceux qui le suivent, nous savons qu'ils sont en nombre 
fini ou dénombrable, donc la totalisation détermine bien F(x) 
dans tout (a, b) après un nombre fini ou une infinité dénom- 
brable d'opérations O;' 

Ainsi, les'conditions énoncées sont bien suffisantes pour que 
les opérations de la totalisation soient possibles, mais il n’est 
pas aussi évident qu’elles soient nécessaires. La première condition 
est certes nécessaire puisqu'elle est indispensable pour la conti- 
nuité de F(x) en {et en m; mais il suffit que la seconde condi- 
tion soit remplie quand on prend pour & les ensembles E, aux- 
quels conduisent les opérations mêmes de la totalisation, et les 
parties des E, situées dans les divers intervalles ({, m) contenus 
dans (&, b), pour que les opérations de la totalisation soient légi- 
timées. Or, on va voir que, dès que la seconde condition est 
remplie pour ces ensembles spéciaux, c'est-à-dire dès que la totali- 
sation est possible, la seconde condition est remplie pour tout 
ensemble fermé &,. 

Soit O, la dernière opération de la totalisation. Il n’existe donc 
pas d'ensemble E,, tandis que tous les E; d'indice inférieur à N 
existent effectivement (t). 

Soit « le plus petit indice tel que &, ne soit pas tout entier 
dans E,. Le nombre « existe et est inférieur à N: de plus, & n’est 
pas de deuxième espèce, puisque sans cela E, contiendrait tous les 
points qui appartiennent aux E d’indice inférieur à æ, donc con- 
uendrait 6,. Il ÿ a donc un ensemble E,_,, lequel contenait &.. 
à 

(‘) L'indice N de cette dernière opéralion n’est donc jamais un nombre trans- 
fini de seconde espèce. 
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Paisque E, ne contient pas tout 6,, on peut trouver un inter- 
valle (/, m) entièrement intérieur à un intervalle contigu à E, et 
dans lequel il y a des points de &,, donc de E,_1. 

Soit e,_, la partie de E,_, située dans (/, m}; soit aussi e° la 
partie de &, située dans (2, m). Désignons par (a;, G;) les divers 
intervalles contenus dans (/, m) et contigus à e°, et soit e‘ la 
partie de e,-\ entièrement intérieure à (a;, 8:). On a 


Ex-1 = € Le, 


les ensembles du second membre étant sans points communs deux 
à deux. Or, puisque dans ({,m)il n’y a pas de points de Ë,, 
l'opération O, fait connaître F(x) dans (l, m), donc dans toute 
portion de (/,m). f est donc sommable sur e,_;, donc aussi sur ef 
et sur les e’, et l’on a 


J fa = fra D Jar 


La série DS [F(8) — F(x)] des accroissements de F(x) dans 


(im) 
les intervalles contigus à e,-, et contenus dans (/, m) est donc 
e! 


convergente, donc aussi les séries > [F(8) —F(x)]. 


far, Bi 
Et l’on a 
FO) FD = f Jar YF — FC]: 
Ea 1 FALL 


ce que l’on peut écrire, puisque la convergence de la série néces- 
site son absolue convergence, 


À & \ 


Fem—rt = frs -S [sas 3) LC) — FCO 
e? et { 4.) 


. 4. 
Qi, 25 


= fra free D DOC 


(œ;, B;1 à 


Or, si F(B;) — F(œi) a été fournie par une opération antérieure 
à O,, ei n'existe pas, le signe Z se réduit à F(B;) — Fa), et 


LA TOTALISATION. 231 
si F(B;) —F(x;) a été fournie par O,,, on a 


ei 


F(B)—Fa)= f face > [F(3)—F(x)]. 


Donc, dans tous les*cas, 


F(m)—F(1) = fax + Ÿ LE(S) —F(a)] 


(ln) 


En d’autres termes, l'opération B s'applique à et; la seconde 
condition énoncée page 228 est donc remplie par 6, ar 

Nous avons donc caractérisé les fonctions totalisables; essayons 
de caractériser les fonctions fournies par la totalisation : les totales 
indéfinies (?). 





(") Le lecteur pourra aussi utiliser ce mode de raisonnement pour prouver que 
si l’on à réussi à attacher une totale définie à f(x) prise dans (a, b) à l’aide des 
opérations À et B, mais en assujettissant les ensembles fermés E figurant dans 
l'énoncé de B aux conditions indiquées dans cet énoncé et, en plus, à des con- 
ditions supplémentaires (page 226), le nombre obtenu est celui que la totali- 
sation générale aurait attaché à f(x) prise dans (a, b). 

En d’autres termes, qu'il n’y a jamais désaccord entre les nombres ou fonc- 
tions fournies par des totalisations spéciales et par la totalisation générale. 

Il est inutile de développer ce raisonnement ici, car aux paragraphes II et III 
de ce Chapitre, nous avons justifié l'emploi de la totalisation générale pour la 
recherche des fonctions primitives ; seulement, nous avons remarqué de plus que 
certaines totalisations spéciales suffisaient pour obtenir le résultat. 

(*) Aux Comptes rendus, en 1912, M. Denjoy a résolu le problème des fonc- 
tions primitives pour les dérivées à l’aide d’une totalisation spéciale qu'il a 
appelée depuis la totalisation complète. Aux Comptes rendus, en 1g15, il a 
introduit implicitement la totalisation générale pour résoudre le problème des 
fonctions primitives des nombres dérivés. Ce n’est que dans ses Mémoires, 
publiés à partir de 1916, qu’il a abordé l'étude de l’ensemble des questions se 
rapportant à la totalisation. Avant la publication de ces Mémoires, divers 
auteurs, partant des résultats déjà publiés par M. Denjoyÿ, avaient, de leur côté, 
entrepris l’étude de ces questions. 

Il convient surtout de dire ici que M. Lusin a, le premier, caractérisé les 
totales indéfinies (Comptes rendus, 1912), et qu'il a, le premier, étudié la 
dérivation des totales indéfinies ( Thëse de Moscou, 1915), mais il ne l’a fait que 
pour les totales indéfinies fournies par la totalisation complète. 

M. Khintchine (Comptes rendus, 1916) a introduit, pour étudier la dérivation 
des totales indéfinies fournies par la totalisation générale, un mode nouveau de 
dérivation fournissant ce qu'il a appelé la dérivée asymptotique et que nous 
nommerons, avec M. Denjoy, la dérivée approximative. 
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Une fonction F(x) est une totale indéfinie si, et seulement 
st : 


1° Elle est continue; 

2° E étant un ensemble fermé, la fonction continue G(x) 
égale à F(x) aux points de E et linéaire dans tout intervalle 
contigu à E, est absolument continue dans un intervalle con- 
tenant à son intérieur des points de E. 


Ces conditions sont nécessaires; les deux propriétés, énoncées 
page 228, que possède une fonction totalisable f(x), entraînent 
de suite les propriétés précédentes pour la totale indéfinie F(x) 
de f(x). 

Ces conditions sont suffisantes; car dès qu’elles sont remplies, 
on peut, par référence transfinie, construire une fonction f(x) 
dont F(zx) est la totale indéfinie, en opérant comme il suit : 

Prenons pour ensemble E l'intervalle H, — (a, b) lui-même, 
G(zx) est identique à F(x); donc l’ensemble des points de non 
absolue continuité de F(x) est partout non dense dans (a, b). 
Soit H, cet ensemble. En dehors de H,, on prend pour f(x) la 
dérivée de F(æ) là où elle existe et, par exemple, zéro là où elle 
n'existe pas. 

Prenons ensuite H, pour ensemble E. La fonction G(x) corres- 
pondante sera nommée G;(x). Les points où G;i(x} n'est pas 
absolument continue, forment un ensemble fermé H, partout non 
dense sur H;. Aux points de H,—H;, on prend pour f(x) la 
dérivée de G:(x) là où elle existe et zéro aux autres points. 

D'une façon générale, quand en continuant ainsi, on a défini 
f(x), sauf aux points d’un ensemble fermé H,, on prend H, pour 
ensemble E; la fonction G(x) correspondante, que nous appel- 
lerons G,, est absolument continue, sauf aux points d’un ensemble 
fermé H,,1. Aux points de H, —H,,:, on prend pour f(x) la 
dérivée de G,(æx}) aux points où elle existe et zéro aux autres 
points. 

Pour compléter la définition de f(x), il suffit de dire que 
par Hg, B étant un nombre transfini de seconde espèce, on entend 
l’ensemble des points communs à tous les H d'indice inférieur 


à B. 
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Notre énoncé est ainsi légitimé. Nous allons maintenant démon- 
trer un énoncé équivalent, dû à M. Denjoy ('). 
Lorsqu'une fonction continue F(x) est telle que la série 


E[F(B)—F(x)], 


étendue aux intervalles contigus à un ensemble fermé E, est con- 
vergente, convenons de dire que l'accroissement (?) de F(x) 
sur E est défini et égal à 


F(b)—F(a)—E[F(8)—F(a)]. 


Lorsqu'il en est ainsi, l’accroissement de F(x) sur E est la 
limite de l'accroissement de F(x) dans une famille Î d’intervalles, 
formée d’un nombre fini d’intervalles non empiétants, ayant pour 
origines et extrémités des points de E, qui enferme E et dont on 
fait tendre la mesure mn (1) vers celle de E; le complémentaire del est, 
en effet, formé d’intervalles contigus à E et tout intervalle contigu 
à E finit par faire partie de ce complémentaire quand m(1) tend 
vers M(E) (5). En particulier, quand la fonction G(x) relative à E 
est absolument continue, l'accroissement Œ@;,,,(E) de F(x) 
sur Ê est défini et égal au nombre Œcç:, (E) qui résulte des 


(") Le principal intéret de l'énoncé de M. DenJoy, vient de ce qu’il est l’abou- 
tissement d’une fine analyse de certaines notions, de celle de fonction à varia- 
tion bornée, par exemple. Le lecteur se reportera aux Mémoires de M; Denjoy. 

Il faut dire aussi que la condition suffisante de M. Denjoy exige moins, en 
apparence nécessairement, que Ja précédente, et par suite, pourrait être parfois 
d’une utilisation plus immédiate. Pourtant, dans ce qui suit, nous n'avons pas eu 
besoin de l'énoncé de M. Denjoy. 

Pour mieux montrer la différence entre les deux énoncés, remarquons que le 
premier est équivalent au suivant : Pour qu'une fonction continue F(x) soit 
une totale indéfinie, il faut et il sufrit qué, quel que soit l’ensemble fermé E, 
il existe un intervalle (1, m) contenant des points de E à son intérieur et tels 
que, si l’on prend un ensemble 1 d'intervalles non empiétants dont les extré- 
milés appartiennent à E et à ({, m), la somme des accroissements de K(æ) 
dans les intervalles 1, tende vers zéro avec la mesure de I. 

Si l'on rapproche cet énoncé de celui qui va étre donné dans le texte, on voit 
que ce dernier exige comme condition suffisante qu'une certaine propriété soit 
vériliée par tout ensemble fermé de mesure nulle alors que l’énoncé de cette 
note exige que cette mème propriété ait lieu en quelque sorte uniformément. 

(?) M. Denjoy emploie le mot variation à la place d’accroissement. 

(*) L’accroissement de F(x) sur E est donc défini par l’un, déterminé, des 
procédés que l’on peut adopter quand on tient compte de la nature mesurable B 
de E. Foir page 156. 
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définitions antérieures, applicables seulement aux fonctions ubso- 
lumeñnt continues, page 159 (‘). 

Une fonction continue F(x) sera dite résoluble si, quel que soit 
l'ensemble fermé de mesure nulle E, il existe un intervalle (l, m) 
contenant des points de E et tel que l'accroissement de F(x) sur 
la partie de E située dans (/, m) soit défini et égal à zéro. 

Voici maintenant l'énoncé de M. Denjoy : Pour qu'une fonc- 
tion soit une totale indéfinie, il faut et il suffit qu'elle soit 
résoluble. 

Cette condition est nécessaire. Si, en effet, F(x) est une totale 
indéfinie et si E est un ensemble parfait de mesure nulle, la fonc- 
tion G(x) construite à l’aide de F(x) et de E est absolument con- 
tinue dans un intervalle ({, m) contenant des points de E, et par 
suite, pour la partie e de E située dans (!, m),ona 


Are) = Agx(e) = 0. 


Cette condition est suffisante. D'après le premier énoncé, 
si F(æx) n’est pas une totale indéfinie, il existe un ensemble 
fermé E tel que la fonction G(x) correspondante ne soit abso- 
lument continue dans aucun intervalle contenant des points de E 
à son intérieur; nous allons montrer que l'on peut même rem- 
placer cet ensemble E par un autre de mesure nulle. Pour cela, 
nous distinguerons trois cas. 


a. Supposons que quel que soit l’intervalle (l, m) contenant à 
£ 


son intérieur des points de E, la série > [F(B) — F(x)], étendue 
{4,m) 
aux parties des intervalles contigus à E situées dans (4, m); con- 


tienne une infinité de termes positifs et de somme infinie. 
E 


Choisissons un nombre fini des termes de S [F(B)—F(a)] 


(a, b) 
tels que leur somme surpasse 1; soient (a,,8,), ..., (co, Bi) 


les intervalles correspondants. Prenons des intervalles (a;,«;), 





(1) La mème conclusion est vraie pour toutes les fonctions F(æ) continues et 
à variation bornée si l’on suppose pour elles l'accroissement sur un ensemble 
fermé défini comme il à été dit au Chapitre VIII. 
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(Br, Da), ..., (ai, æ;), (Bi, bi), non compris dans les intervalles 
(æ, B) choisis, ayant pour origine et extrémités des points de E et 
formant un ensemble I, de mesure & au plus. Geci est possible 
car Ë est parfait puisque, dans un intervalle ne contenant qu’un 
point isolé de E, la fonction G serait, nécessairement absolument 
continue; de sorte que «,, par exemple, qui est point de E et qui 
est origine de l'intervalle («,, 8,) contigu à E, a nécessairement à 
sa gauche des points de E dans un voisinage aussi petit qu'on 
veut. On peut faire évidemment en sorte que les points de E de 
plus petite abscisse et de plus grande abscisse soient des points 
origine et extrémité d'intervalles de I,. 

Choisissons de même un ensemble I, formé d’un nombre fini 
d’intervalles, contenus dans les I,, limités par des points de E 
parmi lesquels se trouvent toutes les origines et extrémités des I,, 
et tels que, parmi les intervalles constituant le complémentaire 
de 1, se trouvent des intervalles (x, 6) tels que l’on ait les inéga- 
lités 

E 
SLF(B)— F(a)]> », 


(4, m) 


pour tout intervalle (/, m) de [,. Enfin I, devra avoir une mesure 
inférieure à =: 
2 

Il est clair qu’en continuant ainsi, on construira des ensembles [,, 
EL, ..., de mesures tendant vers zéro, dont chacun contient les 
suivants et tels par suite que les points communs à la fois à tous 
ces ensembles soient un ensemble de mesure nulle &, fermé et même 
parfait. Parmi les intervalles contigus à & se trouvent en particu- 
lier tous les intervalles (x), 8,) qui ont servi à construire L,, tous 


E 
ceux qui ont servi à construire L,,....Donclasérie > [F(B) — F(x)] 


(À, H) 
étendue aux intervalles contigus à & et situés dans un inter- 


valle (À, x) contenant à son intérieur des points de 6, est diver- 
gente. L'accroissement de F(x) sur la partie de & située dans (à, p) 
est non définie, F(x) est non résoluble. 


E 


b. Lorsque la série S[F(B)— F(x)] ne contient pas toujours 


{4,m) 
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une infinité de termes positifs et de somme + , ni toujours une 

infinité de termes négatifs et de somme — «, pour tout intervalle 

({, m) contenant des points de E, c’est qu’il existe un tel inter- 
E 


valle (/,m) pour lequel la série Ÿ [F(8) — Fa) | est convergente. 


‘(/,m) 
Supprimons les points de E en dehors de (/,m), nous pouvons 
E 


dire que D [F(£) — F(x)]| est convergente. 


taæ,b) 


Süpposons que G(x) ne soit à variation bornée dans aucun 
intervalle (/,m) contenant des points de E. Alors, soit ({,m) un 
intervalle qui contient des points de E à son intérieur. Dans (/,m), 
G(x) est à variation non bornée; on peut donc trouver dans(/,m) 
des intervalles en nombre fini et dont l’ensemble | fournit une 
valeur &ç,.(1) aussi grande que l’on veut. On peut d’ailleurs 
retrancher de Ï un nombre quelconque d'intervalles ne contenant 
pas de points de E à leur intérieur, car ceci ne modifie Le (E) 
que de 


E 
D F(B)—F(a) 


4m; 


au plus. Par suite, on peut prendre les intervalles 1 ayant pour 
origines des points de E, non origines d'intervalles contigus à EF, 
ct pour extrémités des points de E, non extrémités d'intervalles 
contigus à E, et cela en supposant Î de mesure aussi petite que l’on 
veut. Dans un tel ensemble 1, on a &, (1) = (1). 

Ceci étant, choisissons dans (a, b) une suite d’'ensembles d’in- 
tervalles 1,, 1, ..., satisfaisant aux conditions suivantes : chacun 
d'eux contient les suivants, les mesures des [, tendent vers zéro, 
chaque origine d'un intervalle doit avoir à sa droite des points 
de E aussi près que l’on veut, et chaque extrémité doit avoir à sa 
gauche des points de E dont il est point limite, les origines et 
extrémités des intervalles de 14_, sont origines et extrémités d’in- 
tervalles de 13; enfin, la partie à, de [x contenue dans l’un quel- 
conque des intervalles de 14_,, doit donner une valeur supérieure 
à À pour ré). est clair que le complémentaire J; de 1; 
fournit un accroissement &,,,(J;) qui tend vers — puisque 


l'on a 
F(b)— Fa) = rie) + Aro (Jx); 
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et comme 1l en est de même si l’on envisage seulement la partie 
de J4 située dans un intervalle {4, m) contenant des points de E, 
la fonction F(x) n'est pas résoluble; car l'accroissement de F (a) 
n'est, en effet, défini sur aucune partie de l’ensemble 6, parfait 
et de mesure nulle, formé des points communs à la fois à tous 
les Ï,. 


c. Lorsqu'on n’est dans aucun des cas précédemment examinés, 
c'est qu'il existe un intervalle contenant des points de E et dans 
lequel G(x) est à variation bornée. En supprimant les points de E 
extérieurs à cet intervalle, nous pouvons supposer que G(x) est à 
variation bornée dans (a, b}el y admet E pour ensemble de points 
‘de non absolue continuité. Nous savons que, si l’on décompose 
G(zx) en son noyau absolument continu et les variations positive 
et négative de sa fonction des singularités d’après la formule 


G(x) = AC(x)+P,(x)—N,(x), 


l’un au moins des deux nombres P,(b), N;(b) est différent de zéro; 
admettons que P,(b) soit positif. 

On peut trouver un ensemble I, formé d'un nombre fini d’inter- 
valles, dont les points origines et extrémités sont des points en 
lesquels P;(x) est croissante respectivement à droite et à gauche, 
el par suite sont des points de E..On peut supposer de plus que la 
mesure de [est inférieure à &, et qu’on a les deux inégalités 


Apx)(h)> P;(b)(1— 2), 
xx) (1) << P:(b)e. 


Dans }; on peut trouver un ensemble 1;,, de mesure inférieure 
de formé d’un nombre fini d'intervalles dont les extrémités et 


origines satisfont aux mêmes conditions que plus haut, la famille 
de ces extrémités et origines pour Î;,, comprenant celle relative 
à 14, et de façon que, pour tout intervalle (2, L.) de 15, la partie 14,1. 
de 1;,, qui lui est contenue satisfasse aux inégalités 


Ep ,ixi (Ex) > [P:(H) GE Ps(2)] (1— Ek+1 ); 
An ,(x (tkt) [Ps(u)— Ps()}ere; 
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les &x étant des nombres tels que le produit H(1— 264,,) soit 
I 

convergent et de valeur =- 


11 est clair que l’ensemble & formé des points communs à la 
fois à tous ces 14 est parfait et de mesure nulle, que l’accroisse- 
ment de F(x), c’est-à-dire de G(x), sur & est défini ct que sa 
valeur est la limite de &,,(14). Or on a 


ça ( Fe) = a cz (x) + Ar, (x) — Axa) (Lx), 


et comme le premier de ces nombres tend vers zéro avec la mesure 


de É, on à 
Ps(b) 


2 





ra) = AS) = lim Act (Le) 2 Ps(b)IE(1— 264) = = 0 

Ainsi l'accroissement de F(x) sur & n’est pas nul, et comme 
une conclusion analogue est exacte pour la partie de & contenue 
dans un intervalle quelconque qui contient des points de 6 à son 
intérieur, F(+) est non résoluble, le criterium de M. Denjoy est 
entièrement légitimé. 


À l’occasion de notre premier criterium nous avons vu comment, 
une totale indéfinie F(x) étant donnée, on pourrait déterminer 
une fonction f(x) dont F(x) soit la totale indéfinie. Nous avons 
fait cela à l’aide de certains ensembles H,, H;, ..., définis par la 
considération des points de non absolue continuité de F(x) et de 
certaines fonctions G(x); montrons que ces ensembles H se défi- 
nissent tout aussi bien à partir de toute fonction 9(x) qui 
admet F(x) pour totale indéfinic. 

En effet, la première opération de la totalisation de (x) fait 
apparaître l’ensemble exceptionnel E, formé des points en lesquels 
o(x) n’est pas sommable. Je dis que E, est identique à H,. Tout 
d’abord la totale indéfinie de #(x) étant absolument continue en 
tout point n’appartenant pas à E,, H, est contenu dans E,; s’il ne 
lui était pas identique, il existerait un intervalle (x, 6) contigu à H, 
et contenant plusieurs points de E, donc aussi un intervalle (x,,6;) 
contigu à E,. Dans tout intervalle entièrement intérieur à (as, Bi), 
o(x) est sommable, par hypothèse, et l’on a presque partout 


(x) = F(æ). 
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Donc. presque partout dans tout (x,,B,) on a g(xæ)—F'(x), et 
o(æ) estsommable dans l'intervalle (x,,B,)entier () puisque F(zx) 
est absolument continue à l’intérieur de (x, GB) donc dans («, Bi). 
Or il existe un intervalle ({, m), entièrement intérieur à (x, 6), 
contenant des points de E, et aucun point de l’ensemble excep- 
tionnel E;, formé par la seconde opération de là totalisation de o(x). 
Supposons même que (/, m) n'ait, ni pour origine, ni pour exiré- 
mité, de points de E>. Alors o(x) est sommable sur la parte e, 
de E,, située dans (/, m). Mais ({, m) est la somme de e, et d’in- 
tervalles, ou de parties d’intervalles, contigus à E,; écrivons 


(l,m)=e+iüu+i+..., 


Nous savons que, dans £,, ? est sommable et que l’on a presque 
partout g(x)== F'(x); donc la série 


fodz+ fade [oder 
es l, LA 


est convergente, puisque l’on a 


2 


Jretes+ fieidrs sf | F'(x})| dx. 


Et ceci montre que o(x) serait sommable dans tout ({, m), ce qui 
implique contradiction. 

Ainsi E, et H, sont identiques. 

Mais l’ensemble exceptionnel E; fourni par la seconde opéra- 
tion de totalisation qui donne F(x) à partir de o(x) est le premier 
ensemble exceptionnel qu’on rencontrerait dans la recherche, par 
totalisation, de la fonction G(x) construite à partir de E,, tandis 
que l’ensemble H; relatif à F(x) est pour G(x) l’analogue de l’en- 
semble de H,, c’est-à-dire qu’il est l’ensemble des points de non 
absolue continuité de G(x). Il est donc clair que E; et If, sont 
identiques; il en est de même de E, et H;, de E, et H,, etc. 
E, étant l’ensemble des points communs à tous les E, d'indice 
inférieur à w tandis que H, est l'ensemble des points communs à 





(!) Il faudrait toutefois diminuer (&,,8,), du côté de &, si «, était en &, du 
côté de f, si $, était en $, pour que ceci reste vrai dans l’une ou l’autre de ces 
hypothèses. 
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tous les H, d'indice inférieur à w, E, et H,, sont aussi identiques. 
En continuant, on voit qu'il y a identité entre les E et les H de 
même indice. 

On voit en même temps que l’on a : 9(x)— (x) presque en 
tout point extérieur à H,; o(r)—G,(x) presque en tout point 
de H,—H;, G,(x) étant la fonction G construite à l’aide de H,; 
o(x)—= G, (x) presque en tout point de H;—H;, G;(x) étant 
construite à l’aide de H,, etc. Or, H,=— (a, b) est la somme des 
ensembles H,_,;—H, en nombre fini ou dénombrable; donc, 
tinalement, o(x) est déterminé presque partout par sa totale 
indéfinie F(x) (*). 

Et cette détermination est toujours faite par des dérivations. 
Examinons de plus près ces dérivations. Dériver G;(x) en un 
point #, de E, revient à deriver F(x) en ce point, mais en ne 
tenant comple que des points de E,; c’est-à-dire à étudier le 
rapport r[F(x),æ0,r0 + ] dans lequel +} est aussi point 
de E,; c'est ce que nous appelons dériver G;(x) sur E,. Donc, 
quel que soit l'ensemble fermé E, il'existe un intervalle (l, m) 
contenant des points de E et tel que, dans (l, m), f(x) soit 
presque partout sur E la dérivée prise sur E de sa totale indé- 
finie. 

À la vérité, cet énoncé n'est démontré par ce qui précède 
que si E est l’un des ensembles H,, H,, ...; mais si & est le plus 
petit indice tel que É.ne soit pas tout entier dans H,, c’est qu'il y 
a un intervalle (2,4) contenant une partie e de EË qui soit con- 
tenue dans H,-_,-— H, et par suite, presque partout sure, f(x) est 
la dérivée de G,(x), donc la dérivée sur E de F(x). 

On remplacera avec avantage .cet énoncé par le suivant dû à 
M. Khintchine, et basé sur la notion de dérivée approximative. 

Une fonction connue F(x) est dite posséder en x, une dérivée 
approximative égale à f(x), Si f (To) est la dérivée de F(zx) sur 
un ensemble de densité 1 au point xs. 





- (1) On arrivera plus vite à ce résultat en prouvant qu’une fonction non 
presque partout nulle a une totale indéfinie non identiquement nulle. Dans tout 
ce Chapitre j'ai préféré, malgré les longueurs qui en résultent, l'examen ana- 
lytique du procédé opératoire transfini de la totalisation aux raisonnements 
synthétiques, plus rapides mais qui, à mon avis, font comprendre moins pro- 
fondément. 
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Il est clair que F(x) ne peut avoir en x, deux dérivées approxi- 
matives différentes f(x), (4), car elles seraient les dérivées 
de F(x) sur deux ensembles E(/f), E(£g) ayant tous deux la den- 
sité 1 en æ,. Par suite, E(f) et E(g) auraient en commun des 
points aussi voisins de +, qu’on le veut, et par suite f (ts) et 8(To) 
seraient égales. 

De là il résulte en particulier que la dérivée approximative 
coïncide avec la dérivée ordinaire quand celle-ci existe ; d’ailleurs 
si E°(x,) est la dérivée approximative de F(x)en x,, et sis, A, 
Àa, A4 sont les quatre nombres dérivés de F(r)en,,ona 


pr 2 à D 2 
Âge ee EF, (æo) LES AY hd L (F0) < A4, 


car K',(x,) est la limite de rapports r[F(x), xs, #4 + A] pour 
lesquels À est positif, et de rapports pour lesquels A est négatif. 

Une fonction totalisable est presque partout la dérivée 
approximative de sa totale indéfinte. 

En effet, presque partout aux points de H,_,— H, la fonction 
totalisable f(x) est la dérivée, prise sur I, ; -H,, de sa 
totale F(x). Mais, presque partout sur H, ,—EH,, la densité 
de H,_,— H, est égale à 1; donc; presque partout sur H, ,— H., 
f(x) est la dérivée approximative de (x), et le théorème est 
démontré. 

Ce théorème généralise celui relatif aux fonctions sommables 
— une fonction sommable est presque partout la dérivée de son 
intégrale indéfinie —, mais à l’aide d’une généralisation de la 
notion de dérivée ordinaire. Pour voir ce que donne cette notion 
elle-même, comparons une fonction totalisée aux nombres dérivés 
de sa totale, ce que nous permettent de faire les raisonnements des 
pages 221 et suivantes, 

Remarquons tout d’abord que pour démontrer qu'une propriété 
n’a lieu tout au plus qu'aux points d’un ensemble de mesure 
non nulle, il suffit de montrer qu’elle n’a jamais lieu en tous les 
points d'un ensemble fermé de mesure non nulle ({). Si, en effet, 
elle avait lieu en tous les points d’un ensemble & de mesure non 





(*) Cette remarque est utilisée constamment par M. Devjoy. 
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nulle (*), il suffirait d’enfermer le complémentaire de & à l’inté- 
rieur d'intervalles dont la mesure est inférieure à celle de l’inter- 
valle total (a, b) considéré pour que l’ensemble E, formé des 
points non intérieurs à ces intervalles, soit un ensemble fermé de 
mesure non nulle en tous les points duquel la propriété aurait lieu. 

Ceci étant, reportons-nous aux deux énoncés du début du para- 
graphe précédent pages 220 et 221. 

Nous voyons que le nombre dérivé supérieur à droite AaW(x) 
d’une fonction continue F(x), n’est égal à — © que tout au 
plus aux points d'un ensemble de mesure nulle. Car s’il n’en 
était pas ainsi, on pourrait trouver un ensemble fermé E de mesure 
non nulle en tous les points duquel A4;F(æ)——; d'après 
le second énoncé de la page 220, on pourrait même supposer 
que r[F(x), Los Lo + h] est borné supérieurement pour les 
points x, de E; le théorème de la page 225 s'appliquerait donc. Or 
il affirme que, sur E, l’en semble des points où A4F(x) — — « 
est de mesure nulle. 

Plus généralement, l’ensemble des foints où l’un des À est 
égal à —, ou l'un des À à + est de mesure nulle. 

Nous pourrons donc, dans ce qui suit, raisonner sur des 
ensembles fermés de mesure non nulle en les points desquels on 
n'aura ni À —— 0, ni À —+-00. 

Dans l’ensemble des points où une fonction continue F(x) a 
son nombre dérivé supérieur à droite fini, F(x) a presque par- 
tout une dérivée approximative égale à ce nombre. 

Supposons, en effet, qu’il existe un ensemble fermé de mesure 
non nulle E aux points duquel A4;F(x) soit fini sans être la dérivée 
approximative de F(x) et choisissons, page 220, un intervalle 
dans lequel les conditions d'application du théorème de la page 221 
soient remphes. Alors, d’après ce théorème, la fonction G(x) cons- 
truite à l’aide de E a presque partout sur E une dérivée égale 
à A4 F(x). C'est-à-dire que, presque partout sur E, F(x) a une 
dérivée, prise sur E, égale à A4 F(x) et par suite F(x) a, presque 
partout sur E, une dérivée approximative égale à A7 F(x). 





(*) Je suppose donc ici qu’il s'agit de propriétés telles qu’on sache que F'en- 
semble & des points pour lesquels La propriété a lieu est nécessairement mesu- 
rable. 
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Il résulte de là en particulier qu’une fonction totalisable f(x). 
est presque partout égale au nombre dérivé supérieur à droite 
de sa totale indéfinie, dans l’ensemble des points où ce nombre 
dérivé est fini. 

On a naturellement les mêmes énoncés pour les quatre nombres 
dérivés. | 

Mais, on va le voir, il existe des totales indéfinies dont les 
nombres dérivés sont infinis en des ensembles de points de 
mesures non nulles. 

Soit, en effet, P un ensemble fermé partout non dense et de 
mesure non nulle; numérotons les intervalles contigus à P de 
façon quelconque. 

Plaçons successivement sur (a, b) ces intervalles &,, ua, ... 
Chaque intervalle u; sera ainsi placé dans un intervalle u qui est 
l’un de ceux que l’on obtiendrait en retranchant &,, us, ...,u;_, 
de (a, b); soit Pi la longueur de uw. Le nombre p; sera infini- 


ment petit avec - — 


Prenons F(&) nulle aux points de Pet égale dans chaque u; à 
une fonction continue dont la dérivée est continue, s’annule aux 
extrémités de u; et est de valeur absolue maximum égale à Voir. 

Il est clair que F(x) est continue, puisque ÿ/p; tend vers zéro 
avec =; F(z) est la totale indéfinie de la fonction nulle sur P et 
égale à F'(x) en dehors de P. 

Soit E un point de P qui ne soit ni origine, ni extrémité d’un 
intervalle contigu à P.E se trouve dans une suite d’intervalles wë,, 


u', . En tant que point de &ï on peut affirmer que, pour x 
CONV lement choisi dans w,, on a 


IrÉF(x), E æ]l= ———— —. 

(rÉF(e), & æ]| ET © 

Donc en ? l’un au moins des quatre nombres dérivés de F(x) est 
infini et puisque l’ensemble des £ est de même mesure que P, donc 
de mesure non nulle, il y a l’un déterminé des quatre nombres 
dérivés de F(x) qui est infini en un ensemble de points de 
mesure non nulle. Et cependant F(x}), ayant zéro pour dérivée 
prise sur E en tout point de E, a une dérivée approximative nulle 
presque partout sur E. 
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Bien que ce qui précède soit suffisant pour notre conclusion, 
précisons un peu cet exemple en vue d’autres conclusions (‘). 
Plaçons-nous dans les deux hypothèses suivantes : on prendra 


dans u; une fonction positive ou nulle ét de maximum ÿ/p;; cela 
nous donnera F,{r); on prendra dans u; une fonction de maxi- 


mum Vo: et de minimum —-4/p;, cela nous donnera F,(x). 
Reprenons le rapport considéré r|K(x), &, z| pour £ dans u‘ 
et æ dans &,. Il est clair que pour certaines valeurs de 7, la diffé- 
rence Ë — x est négative, sans quoi aucun des w; ne serait compris 
entre l'origine de uï et E, ce qui est impossible. Donc on peut 
affirmer que l’on à 
: ; I 
HER 
VPi; 
pour certaines valeurs de 7, qu'il s'agisse de F,(x) ou de Fi(x) et 


par suite que l'ona 
kg FE) — Âg F,(E) = — 2, 


De même on voit que l’on a 


: Ag F,(E) = + 0, 
puis 
Au F,CE) ne Av F,(E) Tr + ©, 
on a de plus 
ha F2(E) = —<, 
Ag F,(x) kg E;(L) = 0. 


Supposons de plus que, dans chaque w;, F(x) soit choisie de 
façon que, dans u;, aux voisinages des extrémités de t«;, la 
courbe Y — F(zx) soit semblable à celle qui représente au voisi- 


I L £ 
our. | est égale 


nage de x —o la fonction qui, dans | 
à (sins)" s'il s’agit de F,(x), à £ (sin) s’il s'agit de F,(x). 
Alors les égalités précédentes déterminent les valeurs des quatre 
nombres dérivés de F(x) non seulement aux points Ë, mis en tout 
point de P. De plus, si P est parfait et si en tout point de P; qui 
est un point Ë, la densité de P est égale à 1, F(x) a une dérivée 
approximative égale à zéro en tout point de P. 





mn 


(:) Cet exemple, sous ses diverses formes, est, à de petites modifications près, 
extrait des Mémoires de M. Denjoy. 
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Voici donc construites deux totales indéfinies qui. ont unc 
dérivée approximative finie en tout point et pour lesquelles on a 


cependant, en tout point de l’ensemble parfait de mesure non 
nulle P, 


Àg Fi(z) = Aa Fi(x) = 0, kg Fi(x) =—, Aa Fi(æ) = +, 
Ag Fox) = Au Fox) = +, he Fo(æ) = ha Fa(x) = — 0. 


ÂAïnsi on ne peut énoncer les relations entre fonction totalisée 
et totale indéfinie en n’employunt que la dérivation ordinaire prise 
sur un intervalle; il est indispensable de recourir à une générali- 
sation de la dérivée : dérivée prise sur un ensemble ou dérivée 
approximative. Par suile aussi la généralisation de cet énoncé : 
toute fonction absolument continue a une dérivée presque par- 
tout, laquelle s’énonce : foute fonction résoluble a une dérivée 
approximative presque partout ne peut être remplacée par une 
proposition relative à l’existence de la dérivée ordinaire (). 

Nous obtiendrons cependant des renseignements concernant la 
dérivation ordinaire en appliquant simultanément les théorèmes 
obtenus à plusieurs nombres dérivés, c’est-à-dire en opérant 
comme nous l'avons fait au Chapitre IX avec les théorèmes rela- 
üfs à l'intégration. 

Deux nombres dérivés d’une même fonction, AaF(x)et},F(x) 
par exemple, sont égaux presque partout dans l’ensemble des 
points où ils sont simultanément finis. En effet, nous savons 
d’une part que F(æx) admet presque partout sur cet ensemble une 
dérivée approximative égale à A4 F({x), et d'autre part que cette 
dérivée approximative est presque partout égale à ,F (x). 

Eu particulier, une fonction continue a une dérivée presque 
partout dans l’ensemble des points où ses quatre nombres 
dérivés sont finis (?). 

Une fonction continue F(x) a son nombre dérivé 1, F(x) 
presque partout finit dans l’ensemble des points où AaF (x) est 


Jinc. 


p— — 





('} IL existe un mode de totalisation, appelé par M. Denjoy la totalisation com- 
plète, qui a été étudié par M. Denjoy et par M. Lusin, avec leèquel, au contraire, 
tous les théorèmes considérés dans le texte se généralisent aux totales indéfinies 
sans faire appel à une autre dérivation que la dérivation ordinaire, 

(=) P. MonreL, Comptes rendus, 1912. 
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Sans quoi, en effet, il existerait un ensemble E, fermé, de 
mesure non nulle, aux points duquel À, F (zx) serait égale à —, 
et pour les points x, duquel le rapport r[F(x), zo xo + A] serait 
pourtant toujours inférieur à un nombre fixe #. Couvrons alors 
(a, b) à partir de b, d’une chaîne d’intervalles ainsi choisis : sin 
est un point de E, nous lui attachons un intervalle (£, r) dans 


lequel on a 
r[F(z), E n]<—M, 


M étant un nombre positif, très grand, arbitrairement choisi. 

Si n est un point intérieur à un intervalle (æ, 6) contigu à E, 
nous attachons à n l'intervalle (x, n). 

Servons-nous de cette chaîne pour évaluer F(b)—F(a); la 
contribution des intervalles de la première espèce sera inférieure 
à — Mmn(E); celle des intervalles de la seconde espèce sera infé- 
rieure à leur longueur multipliée par #, soit moins de A(b— a). 


Ceci donne 
| F(b)—F(a)<k(b—a)—Mm(E). 


Or ceci est impossible puisque le second membre est aussi petit 
que l’on veut; la proposition est donc démontrée. On a, bien 
entendu, un énoncé aualogue relativement à A, et à A4. 

Rapprochons les divers résultats obtenus, nous avons le remar- 
quable théorème dû à M. Denjoy : 


Sauf tout au plus aux points d’un ensemble de mesure 
nulle, les quatre nombres dérivés d’une fonction continue (!), 
F(x) présentent l’une des dispositions suivantes : 


1° Les quatre nombres dérivés sont égaux, c'est-à-dire qu'il 
y a une dérivée ordinaire; 


, = 
2 Âg= +=, 
Àg = Aa = valeur finite, 


Ad =—x 


() Mxe Chisholm Young a étendu ce résultat à toute fonction finie mesurable 
définie sur un ensemble mesurable {Comptes Rendus, 1916). 
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ou 
Ag a= valeur finie, 
À q = —- æ, 
3° Âg= âg=+, Àg = ha=— 0. 


Les deux fonctions F,(x} et F,(x), construites quelques pages 
plus haut, montrent d’ailleurs que les cas 2° et 3° se présentent 
effectivement en des ensembles de points de mesures non nulles. 

De ce théorème, M. Denjoy a déduit qu'une fonction con- 
inue quin’'a en aucun point ses quatre nombres dérivés infinis 
à la fois, est une totale indéfinie. 

Montrons, en effet, que toute fonction continue F(x) qui n'est 
pas une totale indéfinie a ses quatre nombres dérivés infinis en 
certains points. Pour une telle fonction, il existe un ensemble 
parfait E tel que la fonction G(x) correspondante ne soit absolu- 
ment continue dans aucun intervalle (!, m) contenant des points 
de E à son intérieur. C'est dire que, dans (/, m), la limite de la 
valeur absolue de l'accroissement (1) de G(x) dans un 
ensemble 1 d'intervalles non empiétants ne tend pas vers zéro quand 
m ([) tend vers zéro. Comme G(x) est linéaire dans les intervalles 
contigus à E, nous supposerons même que les origines et extré- 
mités des intervalles constituant Î sont points de E, ce qui ne 
changera rien à la plus grande limite de | (1) |. 

Deux cas sont à distinguer : 


a. Dans tout intervalle ({, m), pour m(I) tendant vers zéro la 
plus grande limite de AG (1) est positive et la plus petite néga- 
tive ; 

b. Ou bien il existe -un intervalle (/, m) pour lequel l’une de 
ces limites est nulle. 


a. Dans ce cas, dans tout (/, m) on peut trouver des intervalles 
limités par des points #, et x, + h, k>0, de E et pour lesquels 
r[F(x), &o, &o + h] est aussi grand que l’on veut ou aussi petit 
que l’on veut. Car, par exemple, si ce rapport ne pouvait sur- 
passer #, Ac, (1) serait au plus km(T). 

r[F(x), Zo, &o + A] est donc, partout sur E, non borné supé- 
rieurement, donc il y a sur E des points où A4F(x) — 4-00. 
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r[F(x), Zo; Zo — À] est aussi partout non borné supérieure- 
ment, il y a sur E des points où A4 F (x) —-+ 0, et puisque ces 
rapports sont aussi non bornés inférieurement, il y a des points 
où À4=— — « et des points où Àg = — 00. 

Précisons ce résultat en nous reportant à la démonstration de 
notre premier théorème sur les nombres dérivés (p. 220). Nous 
avons remarqué alors que l’ensemble É, des points To de E en 


lesquels on a 
r[Fc), &, To + h]<n, 


quel que soit A positif, était un ensemble fermé. Dans l'hypothèse 
actuelle c’est un ensemble fermé non dense sur E, puisque, dans 
tout intervalle contenant des points de E, en certains de ces points 
r surpasse n pour certaines valeurs positives de k. 

L'ensemble &, des points en lesquels on a l’une ou l’autre des 
inégalités 


rLF(æ), 2, #o+ A]£u, r[F(x), &o, to + AÏ2— n, 


soit quel que soit À posilif, soit quel que soit À négatif, étant la 
somme de quatre ensembles analogues à E,, est fermé et non dense 
sur E. 

Si l’on remarque que la somme des 6, est l’ensemble des points 
de E en lesquels l’un des quatre nombres dérivés est fini, la 
démonstration s'achève facilement. E ne peut être la somme 
des &, parlout non denses sur E (p. 203), donc il y a des points 
de E n’appartenant à aucun &6,; en ces points les quatre nombres 
dérivés de F(x) sont infinis. | 


b. Admettons que, dans un intervalle que nous supposerons 
l'intervalle (a, b) lui-même, la plus petite limite de A,,,,(1), 
pour m(1) tendant vers zéro, soit nulle. Il est clair que la variation 
totale négative de G(x) est bornée, donc G(x) est à variation 
bornée ; de plus, si l’on décompose G(x) en son noyau absolument 
continu et sa fonction des singularités, celle-ci se réduit à sa 


propre varjlation positive 


Gr) = A C(æ) + Pe(x); 
on à 
Ps CE) = + 
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aux points d'un ensenible E‘?, de mesure nulle, lequel est l’en- 
semble des singularités de P.(x) et de G(x). 
Le changement de variable (p. 167) 


tt g+P,(x), 


transforme P,(x), AC(x), G(x) en des fonctions absolument 
continues p,(t), ac(t}, g(t) et Ei? en ei?, un ensemble I d’inter- 
valles enfermant E? en un ensemble t d’intervalles enférmant eë?, 
les variations totales de P, (x) et de AC(x), dans I, en les variations 
totales de p,(£) et de ac(t}, dans £. 

_ Or, pour P;(x), la variation totale dans Ï est égale à P,(b), 
c'est-à-dire à la variation totale. dans tout (a, b), parce que E’? est 
l’ensemble des singularités de P,(x). Donc la variation totale 
de p;(t) dans et? est égale à sa variation totale dans (a, b) et par 
suite est différente de zéro. Ceci montre que ef? est de mesure non 
nulle. 

Pour AC{x}, la variation totale dans I tend vers zéro avec m() 
puisque AC(x) est absolument continue; donc la variation totale 
de ac(t) est nulle dans e‘? et par suite on a, presque partout 
sur €e'?, 

ac'(t) —o. 

Or, en tout point de Ef?, donc de e‘?, on a 
d'où on 

| l'(æ)=1+ Pi(æ) — -- œ, Œ(t)—=0; 
puis 

D æ'(t) + ps(t), ps(t) =7. 

Donc la dérivée de g(t) == ac(t) + p,(t) existe et est égale à 1 
en tous les points d’un ensemble e, contenu dans e/? et de même 
mesure que lui. 

En restreignant e, sans changer sa mesure, nous pouvons même 
supposer qu'aux points de e, sont remplies des conditions qui 
sont presque partout remplies dans la transformée e de E, donc 
presque partout dans et?. Nous admettrons ainsi que les points 
de eçne sont n1 origines, ni extrémités d’intervalles contigus à e et 
qu’en ces points les quatre nombres dérivés de la fonction 1 
transformée de F(x), f(t) = F(x), présentent l’une des quatre 
associations indiquées par le théorème précédent. 
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De la première de ces hypothèses, commé on a f(t) — g(t)aux 
points de e, il résulte qu’à toute valeur {, appartenant à e on peut 
associer deux suites de valeurs de £ tendant vers {,, l’une par 
valeurs supérieures à £,, l’autre par valeurs inférieures à £, et 
pour lesquelles r[f(#), t t| a une limite égale à 1. [ suffit en 
effet de prendre ces suites de valeurs de t appartenant à e; r tend 
alors vers la dérivée de f(t), prise sur e, laquelle est g'(t) —1. 

De la deuxième hypothèse résulte alors : 


æ. Que si l’on est dans le cas où les quatre nombres dérivés sont 
égaux, on a f'({)—1; 

6. Que si l’on est dans le cas où As; —<+00, À4— —%, 
Âg = Aa== valeur finie, cette valeur finie est égale à 1 puisque 1 
doit être commun aux deux intervalles (À, Az), (Aa, Aa); 

7. Que si l'on est dans le cas où ÂAg—=— ©, Aa +0, 
A3 — ha= valeur finie, cette valeur finie est 1; 





8. Enfin on peut avoir Ag— Ag — + 0, ka — Àg = — 00. 


Or la formule 
AF(æ) _Af(t) At 
Ag At Ar 








qui lie les accroissements et dans laquelle le dernier rapport tend 
vers {, —=—+ 0 aux points de l’homologue E, de e,, montre qu’en 
un point de E, on a, suivant les cas, 


(x) Aa Ag= da kg =+®; 
(8) Af=Ase he +, Rise; 
(Y) Ag= Ag=da= +=, let 
(8) Ad=Ag=+e,  ha=Àg=— 0 


Le théorème de M. Denjoy est démontré. II en résulte que st 
l’on connaît une fonction f(x) finie et si l'on sait qu’elleest en 
tout point égale à l’un des quatre nombres dérivés d’une fonc- 
tion continue F(x), à Agen certains points, à }aen d’autres,etc., 
la fonction F{x) est déterminée et s'obtient par la totalisation 
de f(x). En effet, F(z) est une totale indéfinie et la fonction 
totalisable qui en dérive est presque partout égale à f(x) dans 
l’ensemble des points où f(x) — AuF(x), dans l’ensemble des 
points où /(æ) — A4 F (x), etc. Ces ensembles sont inconnus, mais 
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peu importe puisqu'il en résulte que la fonction à totaliser est 
presque partout égale à f(x) dans tout (a, b). 

‘Ainsi la totalisation permet non seulement de résoudre les pro- 
blèmes À, B, C posés au Chapitre V et leurs extensions A', B", C; 
mais clle permet aussi de traiter des problèmes plus larges encore 
comme le précédent. 

À la vérité celui-ci paraît quelque peu étrange; on ne comprend 
guère comment on pourrait avoir su que f(x) est partout égale à 
l’un des nombres dérivés de F(x) sans savoir au moins duquel il 
s’agit en chaque point. Aussi le lecteur se demandera peut-être s’il 
ne suffirait pas de savoir que la fonction finie f(x) est en tout 
point l’une des limites de r[F(x), x, æ+AhA], pour des valeurs 
de À tendant vers zéro, pour que la connaissance de f(x) déter- 
mine F(x) à une constante près? La réponse est négative. Remar- 
quons en effet, avec M. Denjoy, que la fonction F,(x), page 244, 
a une dérivée déterminée F°,(x) en tout point extérieur à l’en- 
semble parfait P et a pour nombres dérivés A= A;= +00, 
Âa— kg==— aux points de P. La fonction F,(x) + m(x), le 
symbole m(x) désignant la mesure de la partie de P située dans 
(a, x), a partout les mêmes nombres dérivés que F,(x). Donc, 
pour chacune de ces fonctions, l’une des limites de r est la fonc- 
uon f(x) égale à F,(x) en dehors de P et nulle sur P; on peut 
même dire que f(x) est l’une des limites de r quand on fait tendre 
hk vers zéro par valeurs de signe déterminé; par valeurs positives, 
par exemple. Et pourtant la différence de ces fonctions n’est pas 
constante. 


— q— 


CHAPITRE XL. 


L'INTÉGRALE DE STIELTIÉS. 


En 1894, Stieltjés, à l’occasion de recherches relatives à des 
développements en fractions continues (‘), a défini un nouveau 
mode d'intégration des fonctions continues. Îl importe de bien 
comprendre l'originalité de la généralisation de Stieltjès et en quoi 
elle diffère profondément de celles que nous avons examinées 
jusqu'ici. Au Chapitre Ï, nous avions rappelé ce qu’on appelle 
l'intégration dans les cours élémentaires de calcul infinitésimal; 
c'est une opération bien déterminée faisant correspondre un 
nombre à chaque fonction continue f(x). Aux Chapitres IT, IT, 
VE, VIL, X nous avons défini cette opération pour des familles de 
fonctions f(x) de plus en plus larges; nous avons étendu la no- 
tion d'intégration en profondeur dans la mine des foncuons f(x). 
Stieltjés, lui, laisse invariable la famille de fonctions f(æ) consi- 
dérées; mais, pour la mème fonction f(x), il définit autant d’inté- 
grations que l’on veut; chacune d'elles fait correspondre un nombre 
à f(x). Î] étend la notion d'intégration en surface dans le champ 
des opérations fonctionnelles. 

Dans ce Chapitre, nous donnerons la définition de l'intégrale de 
Stieltjès d’une fonction continue f(x), ce qui est l’analogue du 
Chapitre [, puis nous devrions, comme aux Chapitres Il, FE, VI, 
VII, X, étendre cette notion à des classes de fonctions de plus 
en plus larges, enfin nous aurions à examiner, comme aux Cha- 
pitres IV, V, VIII IX, des notions et des problèmes liés à la 
nouvelle intégrale. L’exécution de ce programme supposerait 
effectuées des recherches qui n'ont même pas encore été abor- 
dées; sur bien des points nous nous contenterons de poser des 
problèmes. 





(!) Annales de la Fac. des Sc. de Toulouse, 1891. 
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I. — L'intégrale de Stieltjès définie à l’aide de la théorie 
des fonctions sommiables. 


Soit (x) une fonction à variation bornée dans un intervalle 
(a, b); nous l’appellerons la fonction détérminante de l'inté- 
gration qui va être définie. 

f(x) étant une fonction continue dans (a, b), nous appelons 
intégrale de Stieltjès de f(x), prise dans (a, b) par rapport à 
la fonction déterminante «(æx), la limite de la somme 


S = D SE) Lai) —a(xi)] 


relative à une division de (a, b) faite à l’aide de valeurs x; se 
succédant dans l’ordre : x,=a;æx;,x:,..., Lny1 — d, quand on 
fait croître indéfiniment le nombre n et que l’on choisit les x; 
de façon que le maximum de x;,,—x; tende vers zéro. 
F; désigne une valeur quelconque de x prise dans (x, is). 

Pour Jusüfier cette dénomination, il faut prouver que la limite 
existe. Considérons une suite de divisions de (&, b),'soit D,, 
D:, ..., obtenues chacune par subdivision des intervalles de la 
division précédente, et soient S,,S,, ... les valeurs de S fournies 
par ces divisions et certains choix des bi 

Soit f(E:) [a( tiss) — a(xi)] la contribution dans S4 d’un des 
intervalles de D. Dans D;,, l'intervalle (x;, x:,,) se trouve divisé 
par des points y; et fournit une contribution de la forme 


1 fCn5)[a(yie) — (rl 


la sommation étant étendue à certaines valeurs de 7. Or, avec les 
mêmes valeurs de 7, on a 


SŒ)la(tin)—oa(ai)]= 5 f(E) La(y;#1)—x(y;)l 
La différence entre les deux contributions de (x;, x:,,) est donc 
BEC) — f(E)]la(rn)— QD Le: Elan) — (y) wo Vi, 


w; désignant l’oscillation de f(x) dans (x;, x:,,)et V; la variation 
totale de &«(x) dans le même intervalle. 
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D'où, par addition, 
| S x — Szs | £ O4 V, 


V étant la variation lotale de &(x) dans (a, b) et @,le maximum 
de l’oscillation de f(#) dans les intervalles de la division D. Or @4 
tend vers zéro quand # augmente indéfiniment, par hypothèse, 
donc la suite des S4 est convergente. 

Le cas particulier des suites D,, D:, ..., obtenues par subdivi- 
sions successives, ainsi examiné, on passe au cas général par le 
raisonnement qui nous a tant de fois servi. 

L'intégrale que nous venons de considérer est l'intégrale 
définie, elle se note 


b 
ff atatæ)] 
Elle jouit évidemment des propriétés 
b a, 
[fe atat2)1=— ff fCa) dte(2)] 
a b 
è c a 
d[a(: d + d =o. 
Je B(1+ f æ)atate) ft dta(a)= 0 
b b b 
JU)+etadtatee f fade + [7 eta) dla) 
Pour cette intégrale, le théorème de la moyenne s'énonce 
ainsi : St l'on a 


| f(x) <M, 
il en résulte 


b 
ff dtatæ)] 








< MV, 


V étant la variation totale de a(x) dans (a, b). 

Toutes ces propriétés résultent de suite de l'examen des 
sommes S. 

La fonction 


F(zx) = const. + [rte d[ax(zx)] 


est dite la fonction d’une variable intégrale indéfinie, au sens 
de Stieltjès, de f(x) prise par rapport à a(x). Cette définiuon 


L’'INTÉGRALE DE STIELTIÉS. 255 
s'applique pour a <x<b, nous compléterons tout à l’heure la 
définition pour x — a. 

L'intégrale indéfinie est une fonction à variation bornée. 
Représentons par V(x) la variation totale de «(x) deaàzx;ona 


l 
DOOIES OC CC) £MIV(E)— VC) 





M désignant la limite supérieure du module de f(x)-dans (a, b). 
Donc si l’on partage (a, b) en un nombre fini d’intervalles 
(ti,tijs)0ona 


E|F(ain)—F(x)|SME]V(x;) — V(xi)|= MV. 


Cette inégalité démontre la proposition et donne la limite supé- 
rieure MV pour la variation totale de l’intégrale indéfinie. 

Lorsque la fonction déterminante est continue, l'intégrale 
indéfinie est continue. En effet, dans ce cas, V(t) — V(m) tend 
vers zéro avec la longueur de (m, !); donc il en est de même de 
F({)—-F(m). 

D'une façon plus générale, l'intégrale indéfinie est continue en 
tout point de continuité de æ(x). Mais elle est discontinue 
en xo st f(x) est différent de zéro et si a(x) admet x, pour 
point de discontinuité. En effet, x, étant supposé différent de a, 
soient B(x) et y(x) deux fonctions définies comme il suit : 


pour T <{ Lo) 
B(x)—ax(x),  Y(x)=0; 
en Zo; 
Bo) = «(æo— 0),  Y(Zo) = a(Xo)— (ro — 0); 


pour “he Los 
B(æ) = a(r)—a(xo+0)+&(ro— 0), y(æ) = a(xo+ 0) — «(æo — 0). 


B(æ) et y(x) sont deux fonctions à variations bornées dont la 
somme est æ{x). L'intégrale indéfinie F(x) — A(zx), relative 
à æ(æ),est donc la somme de celles relatives à B(x) et y(x); 
soient B(x) et C(x). Or B(x) est continue en 2%, car (x) est 
continue en x, et C(x) est évidemment égale à 


une constante K, pour æ < 5; 
K + f(xo)[x(%o)  —x(xo+o)], » LL; 
K + ft) [&(zo+ 0) — &(xo— 0)], D. L> %o. 
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Donc C{x) est discontinue en #4, et par suite aussi A(x), 
si f (To) est différent de zéro. En même temps, nous avons prouvé 
que : St l’on désigne par s,(x) et sa(x) les sauts de gauche et 
de droite de a(x) au point x, la fonction des sauts de l’inté- 
grale indéfinie de f(x), prise par rapport à a(x), est 


Br)= D Sansa) + Ÿ Ja) se(ri) 


a< x: <r a<Ti<r 


les sommations étant étendues à toutes les valeurs indiquées par 
les inégalités, ou, ce qui est équivalent, à toutes cellés de ces 
valeurs qui sont des points de discontinuité de a(x). Toutefois, 
c'est par une convention nouvelle, complétant la définition de 
l'intégrale indéfinie, que nous avons fait figurer le point a dans la 
première sommation. 

Par suite aussi, l'intégrale corrigée de sa fonction des sauts, 
F(r)—®(x), est l'intégrale indéfinie, au sens de Stieltjès, par 
rapport à la fonction déterminante obtenue en corrigeant «(x) de 
sa fonction des sauts 


ax( x) — > Sa(Ti) — > Sg(æi). 


aix a<r<x 


Les intégrales de Stieltjès relatives à des fonctions détermi- 
nantes discontinues, se calculent donc facilement à parür de celles 
résultant des fonctions déterminantes continues. Celles-ci, dans 
les cas usuels, se calculent de suite. 

Supposons, par exemple, «(x) continue et croissante, au sens 
strict, «(r,)=> «(x,) pour x, >; le changement de variable 
a —«a(x) transforme f(x) en une fonction g(«) et la définition 


de f(x) d[a(z)] en celle de l'intégrale ordinaire de g(«). 


Ainsi 
œib) 


b 
J Sa dta(e)= [7 gta) da, 
a ia) 
et l’on est ramené à une intégration ordinaire de fonction continue. 
C’est d’ailleurs la formule précédente qui est l’origine même de la 
notation de l'intégrale de Steltjès. 
Le cas général où «(x) est continue se ramène à celui-ci. 
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_ Soient p(x) et n(x) les deux variations totales positive et néga- 
tive de «(x), les deux:fonctions 


M (x) = pr) + x, M(T)=n(tx)+x 
sont croissantes au sens strict, et l’on a 
a(æ) = m(æ)— ax). 
Si donc on pose 


J(x) = gi) = ga(X), 
on en déduit 
ob) 


ë ) 
f f(æ) d[a(xæ)] = f &1(æ1) da; — £&a(22) dus. 


&;la) œ(a) 


(à 


Enfin, le cas le plus général'se traite de même : «a; (x)et «(x) 
étant formées à l’aide des variations totales de «(x) corrigée de 
sa fonction des sauts, on a, avec les notations précédentes, 


 d 
J fade Ÿ fansaten+ Ÿ Jet) 


a<æi<b a<æi<b 
+ f gi) de — f ga(a») das. 
&A(a) */ aa) 


Toute intégrale de Stieltjès s'exprime donc à l'aide d’inté- 
grales ordinaires. Avant de tirer des conséquences de ce fait 
essentiel, donnons d’autres formules équivalentes à la précédente. 
Celle-ci présente l'avantage de ne faire appel à l’intégration que 
sous sa forme la plus primitive : intégrale d’une fonction continue 
dans un intervalle; par contre elle exige deux intégrales, l'emploi 
des séries et des changements de variables. 

Supposons que &({æx) soit continue, croissante au sens strict, et 
à dérivée continue; alors aucun changement de variable n’est 
nécessaire car On à 


L &(b) b 
ras f sta [| faste) de, 


(a) 


en revenant de la variable & à la variable x par la formule clas- 
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sique du changement de variable (!). En somme, nous traitons ici 


l'intégrale de Stieltjès en remarquant qu’elle se réduit à Pinté- 
k,æ(b) 

grale curviligne f ftr)da, attachée à la courbe a — a(x). 
a,%ia) 


La formule précédente s'étend au cas où «(x) est seulement 
supposée absolument continue; désignons alors par 'x(x) la fonc- 
tion, déterminée seulement aux points d'un ensemble de mesure 
nulle près, dont «(x) est l'intégrale indéfinie; fonction qu'on 
pourrait appeler la presque dérivée de &(:r). On a 


S = > JU) La(zix'— œ(2:)] D'OIRRC de, 


Donc 


s— f jette PROPOS 


11 en résulte, & désignant le maximum de l'oscillation de f(x) 
dans les intervalles (x;, æ;,,) et V représentant toujours la varia- 
tion totale de «(x) dans (a, b). 


Liti 
of latrldr-ov. 
* ZT; 


D'où, par passage à la limite, 





b 
Ê — f f{x).'a(x) dx 


b b 
Î em utate)) sf fx). 'a(r)dr. 


Lorsque la fonction à variation bornée x(x) est simplement 
supposée continue, un changement de variable suffit pour nous 
ramener au cas précédent; il est clair en effet que si l'on a un 
changement de variable (£|x) uniforme dans les deux sens faisant 
correspondre (£,, 42) à (a, b), on a toujours 


h 1 
fo atate)= f ftr(tydialz(01À 





(!} L'extension aux divers modes d'intégration des procédés classiques permet- 
tant le calcul exact ou approché des intégrales de fonctions continues {intégra- 
tion par parties, par substitution, second théorème de la moyenne, inégalité de 
Schwarz, etc.) n’a pas trouvé place dans notre exposé. Ce qui suit est en réalité 
relatif au procédé d'intégration par substitution. 
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11 suffit de choisir t de manière que «[æ(t}] soit absolument 
continue en { pour pouvoir appliquer la formule précédente. 
Cette variable £ pourrait être la longueur de la courbe «x — a(x), 
depuis a jusqu’à x; 1l est plus simple ici de prendre:(!) 


t=r+V(x), 


V(zx) étant, comme précédemment, la variation totale de a(x) 
de'a à x. Alors on a, en posant «[x(t)|— A(t}, 


b b+V 
J Sade = f f[z()L'A(E) dt. 


S1 «(r) était continue et variable dans tout intervalle on pour- 
rait poser s — V(zx) et l’on aurait 


b V 
J Serdta(e) = f fte (ete (0) de. 


Nous allons étendre cette formule à tous les cas : posons pour 
cela les définitions suivantes : 


V(x) désignant la variation totale, de a à x, de la fonction 
déterminante a(x), à toute valeur vs comprise entre 0 et 


V = V(b) il correspond : 


a. Soit une ou plusieurs valeurs de x telles que l’on ait 
o— V(x), nous choisissons alors l’une de ces valeurs x, et 


nous posons 
To = (Vo), A (60) = 2[æ#(60)] = «(xo), 
b. Soit une valeur xs, telle que l'on ait 
Véto—o0)£vo< V(xo) où VO) < 09£ V(xo+o); 


nous posons alors r,—= x(v,) et, dans le premier cas 


dans le second 
A (60) — x(Zo) + 


(ot 0)— à«(ro) 


Via o Na) VA 


(H}. Voir pages 167 et suivantes, 
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Avec ces conventions, on a 


b v 
f ftodtate)]= f flæ(e)].'A(e) dr. 


Pour justifier cet énoncé, partageons (a, b) en;intervalles par- 
tiels d; dans chacun desquels l’oscillation de f(x) est inférieure 
à e. Dans chaque intervalle d;,— (l;, m;) choisissons arbitrairement 
une valeur L;<Es< m; et posons 

A =EV(E) Vémpl. AV V(mi)— V(li). 


Alorsona 





b 
[reraator Er raema ac 1] 
= | pe Î [L/Cx) —/ (EI dla(r)] 


+ LS 
< IVG) | D AV = eV; 
> Le fav] AV = eV; 


Ê ë 








COL CECI ait fl 
= ZE firent) ae 
É + Er Ne 
DEA A(e)' | D'aiv= ce 


Le théorème résulte de suite du rapprochement de ces deux 
inégalités. 

La fonction A(v) a, dans (v,, w:), une variation totale égale 
à v2-— #1; A(e) a donc presque partout une dérivée égale à Æ1 el 
par suite on peut supposer ‘A(v) partout évale à 4 1. Cela rend 
la formule précédente particuliérement simple; mais, pour ce qui 
suit, les formules plus compliquées obtenues auparavant convien- 
draient aussi fort bien; c’est surtout pour fixer les idées que nous 
partirons d’une formule bien déterminée de réduction des inté- 
grales de Stieltjès aux intégrales ordinaires: nous utiliserons la 
dernière formule établie. Elle exige que soit connue la théorie des 
fonctions sommables; mais, dès que cette théorie est connue, le 
second membre de notre formule à un sens pour des cas beaucoup 
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plus étendus que celui examiné Jusqu'ici, où f(æ) était continue. 
Et par suite nous pouvons prendre la formule 


b Y 
J fdta(e)] = [Hat A (0) de 


comme définition méme de l'intégrale de S'tieltjès de f(x). 

Cette définition s’appliquera, en n’utilisant pour le moment que 
l'intégration des fonctions sommables, toutes les fois que 
flz(v)].'A(e) sera sommable, donc pour toutes les fonctions f[x(v)] 
qui sont sommables, puisque 'A(e) = +1, c'est-à-dire pour toutes. 
les fonctions f(x) qui sont sommables quand on prend pour 
variable la variation totale v de & (x) entre a à x,eten parti- 
culier pour toutes les fonctions bornées qui sont mesurables par 
rapport à », 

Or, parmi les fonctions f(x) qui sont mesurables par rapport 
à 6, 1l faut citer toutes les fonctions f(x) qui sont mesurables B 
par ‘rapport à x. En effet, la formule x — x(v) fait correspondre 
à tout intervalle en x un intervalle en ou un point, à une somme 
d'ensembles en x, une somme d’ensembles en e, à une différence 
d'ensembles en x une différence d'ensembles en » plus parfois 
certaines des valeurs de » Correspondant aux intervalles de cons- 
tance de x; et comme ces valeurs sont en nombre fini ou dénom- 
brables, à tout ensemble mesurable B en x correspond un ensemble 
mesurable B en ». Si donc f(x) est mesurable B en x, c’est- 
à-dire si l’ensemble E[« << f(æ)<B]est mesurable B, l'ensemble 
E[ x << f{z(e)] <B] l'est aussi et f[æ(v)] est mesurable B en ». 

Donc la définition précédente s'applique à une classe de 
fonctions f(x), variable avec la fonction déterminante «(x), 
mais qui contient toujours la famille des fonctions f(x) 
bornées et mesurables B. 

L’inconvénient de la méthode si rapide qui nous a donné ce 
résultat c’est qu’elle ne met nullement en évidence l'intérêt que 
peut présenter l'extension de la notion d’intégrale de Stieltjès. 
Un théorème de M. Frédéric Riesz mettra cet intérêt en "ÉvI- 


dence (‘)- 
—_——————— —_—_—_—_—_…—_——_ 


(") C'est à l’occasion de ce théorème de M. Riesz (C. R. Acad. Sc., 1909; 
voir aussi Annales de l'Ecole Normale supérieure, 1911 et 1914) que j'ai donné 
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II. — Les fonctionnelles linéaires. 


Nul, depuis Stieltjès, ne s'était occupé de l'intégration d’une 
fonction par rapport à une fonction quand, en 1909, M. F. Riesz 
nous révéla que pourtant cette notion avait été l’objet d’assez 
nombreuses recherches mais sous un autre nom, sous le nom 
d'opération fonctionnelle linéaire. 

Une opération fonctionnelle linéaire est celle qui associe à 
chaque fonction f(x), appartenant à une certaine classe de 
fonctions, un nombre A | f(x)] tel que l’on ait : 


1° A[fi(x) +fi(x)] = A[/i(x)] + Alf:(æ)]; 
2° jA[S(æ)ITS M x max! f(x)}, 


M étant un nombre fixe. 

La fonctionnelle (1) A[ f(x)] fournie par l'opération linéaire 
est dite elle-même linéaire. 

Ce sont surtout des questions de physique mathématique qui 
ont conduit à la notion de fonctionnelle linéaire; la classe de 
fonctions qui se présentait alors, variable avec les questions, 
contenait toujours les fonctions continues mais aussi souvent 
divers types de fonctions discontinues. De sorte que le problème 
de l'extension du champ d'application des opérations fonction- 
nelles linéaires était virtuellement posé. Or cette extension sera 
acquise grâce à la généralisation précédente de la notion d’inté- 
grale de Stieltjès et au théorème de M. Riesz. 

Parmi les fonctionnelles linéaires définies dans le champ des 
fonctions continues se trouvent celles de la forme 


b 
F: K(æz)f(x) dx; 


aussi s’est-on adressé à des expressions de cette forme quand on a 





(C. R. Ac. Sc., 1909) l'extension de la notion d’intégrale de Stieltjès par les 
procédés qui viennent d'être indiqués, présentés parfois sous des formes légère- 
ment différentes. 

(!) Les mots jonction de fonction prètant à équivoque, M. Volterra avait 
appelé fonction de ligne les nombres tels que A[ f(æx)]}; l'expression fonction- 
nelle proposée par M. Hadamard à généralement prévalu. 
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essayé de construire la fonctionnelle linéaire la plus générale; 
M.Hadamard et M. Fréchet avaient obtenu dans cette direction des 
résultats fort intéressants : mais il était réservé à M. Riesz de résoudre 
complètement la question en montrant que toute fonctionnelle 
linéaire définie pour toutes les fonctions continues dans (a, b) 


: b 
est de la forme f f(æ)df(a(x)]; «(x) étant une fonction à 


variation bornée qui caractérise la fonctionnelle (\). 
Soit A(/f) une fonctionnelle linéaire définie dans le champ C 
des fonctions continues de a à b(?). L'égalité 


Ai + fa. + fn) = A1) +2. AT») 


a donc lieu dans C; il existe deux cas importants où l’on peut 
même supposer les fonctions f;en nombre infini. C’est d’une part, 





(:) Fimite dans ce qui suit la démonstration donnée par M. Riesz dans son 
Mémoire des Annales de l'École Normale, 1914. M. Riesz me fait là l'honneur de 
déclarer qu'une remarque que j'avais faite sur le rôle des suites monotones de 
fonctions l’a guidé. En réalité, je n’avais que très imparfaitement compris ce 
rôle sans quoi je n’aurais pas écrit, dans ma Note de 1909, qu’il serait très diffi- 
cile d'étèndre la notion d’intégrale de Stieltjès par un procédé différent de celui 
que j'employais. Peu de temps après que j'eus commis cette imprudence, 
M. W. H. Young montrait que mon procédé était loin d'être indispensable et 
que l'intégrale de Stieltjès se définit exactement comme l'intégrale ordinaire 
par le procédé des suites monotones indiqué au Chapitre VII, p. 134 ( Proceed. 
of the London Math. Society, 1913). 

Ce travail de M. Young est le premier de ceux qui ont finalement bien fait 
comprendre ce que c’est qu’une intégrale de Stieltjès. On n’a pénétré vraiment 
au fond de cette notion que grâce à la définition qu’en a donnée M. Radon 
(Sits. d, K. Ak. d. Wiss, in Wien, 1913) et aux travaux de M, de la Vallée 
Poussin sur l'extension de la notion de mesure (voir, en particulier, dans cette 
collection, le livre déjà cité de M. de la Vallée Poussin). Mais pour que ces 
travaux soient cux-mêmes possibles, il avait fallu que soient dégagées les notions 
de fonction d’ensembic (Lebesgue), de fonction de plusieurs variables à varia- 
tion bornée (Vitali, Hend. della R. Acc. delle Sc. di Torino, 1908), d’inté- 
grale de Stieltjés d’une fonction continue de plusieurs variables (Fréchet, Nouv. 
Ann. de Math., 1905), etc. 

Comme je ne m'occupe dans ce livre que des fonctions d'une seule variable, la 
difficulté et l'importance de certains travaux y apparaissent mal. C’est pourquoi 
jetiens à dire que si, en ce qui concerne les fonctions d'une seule variable, le 
Mémoire de M. Radon ne nous a apporté qu'une définition nouvelle, particulié- 
rement heurcuse à la vérité, de l'intégrale de Stieltjès, pour le cas de plusieurs 
variables ce Mémoire fournit une véritable extension de la notion d’intégrale. 

(?) On pourrait partir d’un champ plus restreint, de celuj des polynomes, par 
exemple. 
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le cas où la série des f; converge uniformément, d’autre part le 
cas où tous les f;, à partir d’une certaine valeur de i, sont de 
même signe. 

Supposons, en effet, que la série des jf; converge uniformément; 
si f est sa limite et s, la somme de ses p premiers termes, on a, 
pour p suffisamment grand | f — s,| €, d’où 


AC) — Asn)1= ACT — sp)1S eM. 


Le premier cas est ainsi examiné; or le second se ramène au 
premier, car si les f; sont toutes positives ou nulles et si la somme f 
de la série des f; appartient au champ G, l'ensemble E, des 
points où l’on a |f—f,|7?e est un:ensemble fermé lorsqu'il 
existe, et comme E, contient E,,, et qu’il n'y a pas de point 
commun à tous les E,, l’ensemble E, n'existe plus dès que p est 
assez grand. Donc la série des f; converge uniformément. 

Examinons maintenant le cas où lon sait seulement que les /; 
sont positifs ou nuls, et que la série des /; converge vers une fonc- 
tion bornée f (‘). Alors on a, en remarquant que A(f;) et A(— f;) 
sont égaux et de signes contraires, et en posant 8;— +1 et du 


signe de A( fi), 
P P P 
DAGHI= DA) = Al TO: 


P 
<M x max. de D difi 
1 


_ 
<M x max, de DIE M'x max. de f. 


1 


Ainsi, lorsqu'une suite non décroissante ou non croissante de 
fonctions s, de C tend vers une limite bornée, la suite ZA(s) 
converge. 

Üne autre propriété nous sera ulile : si f est une fonction de C 


(:) Dans le champ C un examen analogue pour le cas de la convergence. 
uniforme serait sans vbjet; pour d'autres champs il fournit au contraire un 
résultat intéressant qui, avec celui qui va être donné daus le texte, peut servir à 
étudier directement l'extension du champ de définition d'une fonctionnelle, sans 
faire appel à la notion d'intégrale de Stieltjès. 
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et si £ est une constante, on a 
AC&f) = KA(F). 


Cette propriété est évidente pour # entier ou inverse d’un entier: 
on arrive ensuite à # commensurable, puis enfin on atteint # 
quelconque par un passage à la limite uniforme. 

Ceci posé, posons æ{a) —o et, pour a< æ;<b, prenons a(x;) 
égale à la limite des A(/f) pour la suite décroissante des fonctions 


contunues f,.(%) égales à 1 de «a à æ;, égales à o de Zik > à b, 
te , I 
hnéare de x; à x; + =. 

Une fonction continue quelconque dans (a, b) peut être 


approchée autant que l’on veut à l’aide d’une combinaison 
hnéiure de fonction f,,.(x). Formons, en effet, la fonction 


Ea(x) = f(Ep) fn, (Z) ee LCEps) — (En) fn,x (Ze) 
Tr [/(Epes) = 7 Ep) na, (x) Hat [(as) — far) ] fn, x, (Æ), 


La A LE M LE Lt Lo... < Lpi Ep < Zn = bd; 


pour 


elle est, dans chaque (x;_,, x;), comprise entre f(E£;_,) et f(E;) 
- Ï . » = + L M. 
lorsque 7 est inférieur à la plus petite différence æ;— x;_1. 


Si donc on a choisi les x; de manière que l’oscillation 
de f(x) soit, dans chaque (x;_,, x;), inférieure à €, la diffé- 
rence f(T) — gn(x) est inférieure à 2e dès que n est assez grand: 
Et alors la différence A[f(x)] — Af[g,(x)] sera inférieure à 2Ma. 

Or nous connaissons la limite S de A[g,(x)] pour n très grand; 
elle s’écrit 


S = f(Ep)2(2p) + (Ep) — (Ep) leo) ++ [(E) —f(E)la(a) 
ou encore 


S— f(Ha)[a(z1)—a(x)] 
+ f(Es) [a(ze)—a(xi)] +. + f(Ep)[a(rp)— «(xs )] 


Et par suite A(/f) est la limite de la somme précédente, c’est- 
à-dire que A(f) est l'intégrale de Stieltjés de f(x}, prise par 
rapport à «(x). Le théorème de M. Riesz sera démontré, dès que 
l’on aura vérifié que «(x) est à variation bornée. 
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Or ceci est évident; si «(x) n’était pas à variation bornée, elle 
aurait une varialion positive égale à + wo, on pourrait donc trouver 
des intervalles (a,, b4), (a, b:), ..., extérieurs les uns aux autres 
et en nombre fini tels que 2 [ax{b;) — «(a;)] surpasse 2M; M étant 
toujours le nombre qui figure dans la seconde propriété des fonc- 
tionnelles linéaires. Dès lors, pour les fonctions continues +; égales 


à 1 dans les (ay, bx), nulles dans les intervalles (ox+ 2) Agir — :) 


ta : I I 
et linéaires dans les intervalles (ax _ ax), (é by :): fonc- 
tions qui tendent en décroissant vers la fonction © égale à 1 dans 
les (ax, dx) et à o à l'extérieur, les nombres A(o;) tendraient vers 


E[a(b;)—a(a;]> 2M; 


ce qui est impossible, puisque A(y;) ne peut surpasser M. 

Ce théorème de M. Riesz attache à chaque fonctionnelle linéaire, 
définie pour les fonctions f(x) continues dans un intervalle (a, b), 
une fonction déterminante æ«(x) et ce que nous avons vu, relau- 
vement à l'extension des intégrales de Stieltjès, montre qu’une 
telle fonctionnelle peut étre prolongée au champ de toutes les 
fonctions qui, par le passage de la variable x à la variation 
totale v de a(x) dans (a, x), se transforment en fonctions 
sommables de v. Cette famille est variable avec &(x) mais il 
importe de noter qu’elle contient toujours toutes les fonctions 
mesurables B et bornées. 

Quand on emploie des fonctionnelles linéaires de fonctions 
continues f(x}, l’une des propriétés les plus utiles est celle-ci : 
la somme A[f(x)[ + B[/(x)l de deux fonctionnelles linéaires 
A[f(æ)] et B[/(x) est elle-même une fonctionnelle linéaire. 

Quand on veut étendre le champ des fonctions f(x) et cepen- 
dant conserver l'avantage de cette propriété, c'est donc à un 
champ fonctionnel indépsyndant de la fonction déterminante «(x) 
qu’il faut s'arrêter; aussi est-il très intéressant de savoir que 
toutes les fonctionnelles linéaires définies dans le champ des 
fonctions continues peuvent être étendues au champ des 
fonctions mesurables B et bornées. 

Il est clair que la fonctionnelle étendue au champ des fonctions 
mesurables B et bornées, telle que nous l’avons obtenue, y pos- 
sède la propriété suivante : 
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3° St des fonctions fi(x) tendent en croissant vers une 
limite f(x), on a 


AL/Cæ)1= lim AL (æ)} 


Nous allons vérifier que les propriétés 1°, 2°, et 3° suffisent à 
caractériser l’extension que nous avons faite au champ des 
fonctions mesurables B et bornées d’une fonctionnelle linéaire 
donnée, définie pour les fonctions continues. 

Voyons, en effet, comment à partir des propriétés 1°, 2° et 3° 
nous pourrions prolonger à un champ plus vaste une fonctionnelle 
linéaire A(f) donnée dans le champ des fonctions continues. 

Nous avons vu que, pour n croissant indéfiniment les fonc- 
ons frr,(+) tendent en décroissant vers la fonction Jrxi(x) 
égale à 1 pour a£xæ<x; et à o pour x; << x<b; donc, d’après 1° 
et 3°, A fa£x;(x)] s’en déduit. 

Posons, pour « < 8, 


Jacrss = reste) —fucatr). 


De 1° se déduit la valeur A [facace(æ)l]: 


La suite des fonctionsf  , (æ) tend en décroissant, quand n 


augmente indéfiniment, vers une limite f,< <g(x); donc. la 
valeur de Af -<8(æ)] est déterminée par 1° el 3°. 

Nous avons ainsi déterminé la valeur de ÀA[ f:(x)] pour certaines 
fonctions /£;(x) nulles en dehors d’un ensemble E, égales à 1 
sur E; nous venons d’arriver aux fonctions fasx<s(æ) pour 


lesquelles l’ensemble E est un intervalle fermé. Or, à partir de 
tels intervalles on construit tout ensemble mesurable B par la 
répétition de deux opérations : additions d’ensembles sans points 
communs, soustraction d’un ensemble d’un autre qui le contient; 
à la première de ces opérations 


E — E, + E, + E; rise 
les conditions 1° et 3° font correspondre l’égalité 
Ar] > A[/r,] ni AT, ] + A[/s,] He... 


à la deuxième 
E — E, — E:, 
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la condition 1° fait correspondre 


A(fe]= Ale, ]— AU7e, I, 


donc A[/f] est définie pour chaque fonction f(x) relative à un 
ensemble E mesurable B. 

Si maintenant f(x) est une fonction mesurable B bornée 
quelconque, elle ne diffère que de € au plus de la fonction 


f(x) = LEE pfie € fa une] 2); 


donc la suite des fonctions ft(æ) tend uniformément vers f(x) 
quand € tend vers zéro et l’on déduit de 1° et de 2°, comme 
nous l'avons fait précédemment, que les nombres Af[/f°(x)] 
convergent vers une limite, que nous devons prendre pour valeur 
de AL/(æ)]. 

Ainsi le prolongement à tout le champ des fonctions mesu- 
rables B et bornées, s’il est possible, est unique; or nous avons vu 
qu'il était possible (!). 

L’exteñsion à ce large champ fonctionnel (?) est donc bien 
caractérisé par les conditions 1°, 2° et 3°. 

Nous allons, grâce à la notion d’intégrale de Sueltjès, obtenir 
une autre extension. À toute intégration définie nous avons attaché 
une intégration indéfinie fournissant une fonction de points, une 
fonction d’intervalles, une fonction d’ensemble mesurable; de 
sorte que la notion d’intégrale de Suicltjès conduit à une inté- 
grale indéfinie de Steltjès fonction de point, à une intégrale 
indéfinie de Stieltjès fonction d'intervalle, à une intégrale 
indéfinie’ de Stieltjès fonction d'ensemble. Cette dernière nous 
permet d’associer à la fonction f(x) et à un ensemble E; un 
nombre déterminé 


fAatw)VAC) de = f f(eydta(a)] 
FE, Ex 





(') Si nous n'avious pas déjà fait le prolongement, grâce à l'intégrale de Stieltjès, 
nous devrions ici, ce qui serait facile, vérifier que les valeurs que nous avons 
attribuées à A[/] sont bien déterminées pour chaque f du nouveau champ 
fonctionnel et qu'elles vérifient les conditions 1°, 2° et 3°. C'est au reste ce que 
nous ferons tout à l'heure. 

(2?) On verra plus loin comment on peut atteindre le champ fonctionnel plus 
large encore, constitué par les fonctions f(æ) qui donnent des fonctions f[z(v)) 
mesurables. 
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E, étant l’ensemble des valeurs de pour lesquelles x(v) appar- 
tient à E,. Voici donc définie l'intégrale de Stieltjès de f(x) 
prise par rapport à a«(x), et étendue à l’ensemble E,. 

Cette intégrale est définie pour les ensembles E, pour lesquels E, 
est mesurable; cette famille d’ensembles contient tous les en- 
sembles E, mesurables B. 

L'intégrale est définie pour toute fonction ayant une valeur 
déterminée aux points de E, et égale sur E, à une fonction f(x) 
pour laquelle f[x(e)] est sommable dans (0, V}. Donc en parti- 
culier cette définition s'applique à toute fonction f(x) bornée 
et mesurable B sur un ensemble FE, mesurable B. 

Or LA æ)d\a(x)] est évidemment une fonctionnelle linéaire 


dans le ‘champ des fonctions f(x) données sur E,; donc, quand 
une fonctionrielle linéaire A;f f(x)] est définie pour les fonc- 
Lions continues dans un intervalle 1, on en déduit une famille 
de fonctionnelles linéaires Ak[f(x)], attachées chacune à un 
ensemble E mesurable B situé dans 1 et définies pour les 
fonctions mesurables B bornees sur E, par les conditions 


E° AE[ 1x) + fi(x)] = Arf fi(x)] + As[ f(x) ]; 
2° Ar[f(æ)]<SM x [max. sur E de | f(æ)]], 


M étant un nombre fixe, inconnu, indépendant de E et 
de f(x); 


3 St fix) tend en croissant vers f(x) sur E, on a 


Ac[/(xr)] = PAST 


4 Sig(x) est égale à f(x) sur E et nulle ailleurs on a 
À Lf(æ)]= Alg(x)] 
On peut être surpris de ce résultat car A,[f(x)}] étant donnée, 
la fonction déterminante &«(x) n’est pas unique. Îl est bien clair, 


en effet, que si l'on modifie &{x) en un seul point x, intérieur à | 


cela ne modifie par A,[f(x)] pour les fonctions f(x) continues 
dans 1, carona 


Arlf(x)] If. ta) dta(æ) 


[æ (+ 0)—a(r—0)1+ f (GRECE) 


Lo <a 
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et pourtant cela modifie en général 


Ja s® d[a(x)] =f. (a) dla(x)]+fCro)[a(ro) — a(zo— v)l. 


a SL Xo 


Le paradoxe vient uniquement de ce que l’on n’a, pour z, > a, 
l'égalité 
ROUES DCE CO 


LEE 


qu'avec les fonctions « qui sont continues à droite en x.. Tel était 
le cas pour la fonction «(x) qui a été construite au cours de la 
démonstration du théorème de M. Riesz, on le vérifiera facile- 
ment; mais avec cette fonction on n'a pas 


Anal (= f  fimata(z)] 


ro Sax Sd 


quand x, est un point de discontinuité de a(r). 

La difficulté que l’on rencontre ici est la même que celle qui 
s’est présentée précédemment (p. 153). Pour chaque fonc- 
tion f(x), Ak[/(x)] est une fonction d'ensemble complètement 
additive; si donc on veut avoir 


Aucrenlfte= fe) dte(e)]= FC) — FC) 


en appelant #(x) l'intégrale indéfinie f f(x) d[a(x)], il faut 


que F(x) puisse être fonction génératrice d’une fonction additive 
d'ensemble et par suite soit, comme nous l'avons vu à l'endroit 
indiqué, une fonction continue à droite. Or le saut de droite 
de F(zx)ést, en ro, égal à f(zo)[a(Ta +0) — æ(ro)], doné (x) 
doit être continue à droite. 

Pour tourner la difficulté qui se présente ainsi, lorsque l’on 
veut étendre aux ensembles mesurables une fonctionnelle connue 
dans un intervalle grâce à une fonction à (x) déterminée êt non 
continue à droite, on peut décomposer æ(x) en sa fonction des 
sauts et sa partie continue 


a(r) = S(x) + C(r); 
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S(x) donne alors naissance à une fonctionnelle de la forme 
Ef(ao)la(ra+o —a(xo—0)], 


dont la définition s'applique de suite aux fonctions f(x) discon- 
tinues tout aussi bien qu'aux fonctions continues. Quant à.l’ex- 
tension de la fonctionnelle correspondant à C(x)}, elle ne soulève 
plus aucune difficulté ('). 


III. — Définition directe de l'intégrale de Stieltjes. 


Cette étude des fonctionnelles linéaires fait mieux comprendre 
la signification des conditions 11, 21, ...,61 du problème d’inté- 
gration (page 103). Comparons ces conditions aux conditions 1F, 
2F,3F, 4F posées pour les fonctionnelles: linéaires (page 269). 
31 est identique à 1F; 61 remplacera 3F; 21 remplace 4F; 
quant à 2F elle se trouve être une conséquence de 41 et 51. Les 
conditions 11,41,5T ne servent qu’à caractériser la fonction- 
nelle A f(x) relative aux fonctions continues dont il faut faire le 
prolongement. En somme, l'intégrale d’une fonction continue f (x) 
étant connue dans tout intervalle où la fonction est donnée, nous 
aurions pu, au Chapitre VII, nous borner à poser les conditions 1F, 
2F,3F et en déduire le prolongement de l'intégrale en raisonnant 
comme il y a un instant. Seulement, tandis que pour le prolon- 
sement de la fonctionnelle linéaire générale nous avons pu nous 
borner à prouver. que le prolongement était unique, parce que 
le cas de l'intégrale avait été précédemment examiné, 1l faudrait 
maintenant vérifier directement que le prolongement est possible. 
Cest ce que nous allons faire en nous plaçant dans le cas de 
l'intégrale de Stieltjès la plus générale; nous obtiendrons ainsi 
une définition directe de cette intégrale, d’où celle de l'intégrale 
ordinaire se déduira en faisant a(x) = x. 
| 

(3) Si l’on décompose C(x} en sa fonction des singularités et son noyau 

C(æ) =C(x) + AC(æx), 


nb 
la fonctionnelle relative à AC(æx) s'écrit J f{æ).'AC(zx) dæ; seule la fonction- 
/ a . 


nelle relative à C;(æ) exige l'emploi des intégrales de Stieltjès (FRÉCGHET, 
Comptes rendus du Congrès des Sociétés savantes en 1913). 
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Mais, avant de rechercher une forme nouvelle de la définition 
de l'intégrale de Stieltjès, 1l convient de voir dans quel cas on peut 
employer sans modification la définition primitivement posée pour 
les fonctions continues. 

Soit f(x) une fonction bornée dans (a, b) et (x) une fonc- 
tion à variation bornée, nous formons, comme il a été dit, la somme 


S= D JE) LaCie) —at)]= Ÿ JE) die. 


Si, dans (x;, Ziy:), f(x) varie entre L; et L;, nous désignerons 
par L; et {: deux nombres définis par les conventions 


L':— Li Li d;, si Ô;@ 2 o, 
L;= di. = L;. si ô;æ < oO, 


L; et {: seront les bornes supérieure et inférieure de f(x) prises 
par rapport à æ&(x). L'oscillauion de f(x), toujours dans l’inter- 
valle considéré, sera 


CO j; — L;— ti |L'— Lil 


Ceci posé, si l’on fait varier les £; sans faire varier les æ;, S varie 
entre 


LA La] 
SSD Iiôe et S=Ÿ Hô; 
0 0 


nous allons montrer que ces sommes, pour une suite de divi- 
sions D, D:, ... en intervalles dont la longueur maximum 
tend vers zéro, tendent vers des limites déterminées 


F4 b 
f fade [| fa) atat] 


— que nous appellerons les intégrales de Stieltyès-Darboux 
de f(x), par excès et par défaut, — pourvu que tout point de 
discontinuilé de x(x) soit point de la division Dy, à partir 
d’une certaine valeur de k. 

Sip(x),n(x),v(x) sont les trois variations totales de æ(x}, 


a(z)=a(a)+p{z)—n(x),  v(æ)=p(z)+ n(x), 
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on à 


ñ n nr rm 
> lp —Ÿ Lidin<S = S sGotprlsS L; à;p —Y lôn. 
0 (t] 0 0 (1) 


Or, pour les fonctions croissantes p et À, l'étude des sommes 
telles que ZL;0;p est facile. Soit A,, A:, ... une seconde suite de 
divisions assujettie aux mêmes conditions que la suite des D;; 
soient s; et 5; les nombres ZL;ô;p fournis par D; et A;; nous 
voulons comparer la suite des s; et celle des o;. 

Si 7 est pris assez grand, à étant fixe, dans chaque intervalle 
fourni'par A; se trouve au plus un des points de D; si bien que 
si(x, y) est l’un des intervalles fourni par D;, x sera dans un 
intervalle (r, s) de A;et y dans (t, u); r<x<s<t<y<u.Si x 
(ou y) est point de discontinuité de «{(x), pour 7 assez grand r 
et s seront confondus avec æ (ou # et u avec y}; de sorte que 
. nous ne supposerons $ — r (ou uw — t) différent de zéro que si x 
(ou y} est point de continuité de «(æ). Alors, remplaçons La con- 
tribution de (r,s) dans 5; par f(x)[p(s)— p(r})]; comme f(x) 
diffère de la borne supérieure de f dans (7, s) d'aussi peu que 
l’on veut quand 7 est pris suffisamment grand, — à cause de la 
petitesse de (r,s) et de la continuité de f au point æ, — on 
modifiera ainsi o; d’aussi peu que l’on voudra. Faisons cela pour 
chaque point de division de D;, nous aurons un nombre (o;) 
différent de o; de moins de &. Si, entre s et & les points de À; 
Sont 31, %2, ... nous pouvons dire que la contribution de (x, y) 
dans (s;) est de la forme 


[p(s)—p(z)lf(x) + L'(p(z)—p(s)] 
+ LTp(z)—p(a)]+...+<[p()—p@1f(r). 


Or f(x), Li, L?, ..., f(y) sont au plus égaux à la borne 
supérieure L de f dans (x, B); la somme précédente est donc au 
plus égale à 


LIp(y)—p(x)], 


c’est-à-dire à la contribution de (x, B\) dans s;. Doncona 


(a5)£ si 
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et par suite 
3;< SE, 


dès que 7 est assez grand. [Il en résulte que les s; et les a; con- 
vergent vers une même limite. 

Nous venons en somme de démontrer le théorème pour une 
fonction monotone et l’existence des limites 


| pb .b 
POTCOR TELE) 








0 db 
friend f fn dtr(n) 





est prouvée. 
En désignant par limS l’une quelconque des limites du 
nombre $, nous pouvons donc éerire : 


.b nb 
PPOTCOS MOTO) 





er b 
£tims£ f Jardin f f(x) d[a(æ)]; 


OU 


La différence entre les membres extrêmes de ces inégalités est, 
d’après la façon même dont elle a été obtenue, la limite de 


it A ñ ñ 
ÿL ap lièin | — Yusp—T L;ô;n 
- D (1) Ô Û 
[22 A 
Vu) Gip— din) = op. 
LU 


0 
Or,ona 


Jt LA n An 

e . @l n Fr n IN L NS 

S —S — > L' 6,4 — à lô;x — > (L;— lo — Ÿ æ;l9;@|. 
U U Û (] 


Comparons ces deux différences, on obuent 


Li A 7 
Lt : 

ER oi —Ù w;, 6;@ | = ofèe —| Six]; 
CH ü 


2 
ü 
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tous les w; sont au plus égaux à l’oscillation { de f(x) daus (a, b), 
les djv —:0;4| sont positifs, donc cette quantité est au plus 
égale à 


An n 
DU 7 | : 
oÙ Lôio —; ui] 0% D) RILEE 

D Q 


Mais on sait (p. 61) que dans les conditions ici considérées 


ri 
> Ô:æ tend vers V. De là résultent les relations suivantes : 


Ô 


donc on a 
limS = E, limS = D. 


Le théorème est démontré et l’on a pour les intégrales par excès 
et par défaut les expressions 


er At b 
E= f fa)dla(e)]= f f(a)dipte— ff) dtr(æ)l, 








b b b 
D f Jta)dta(e)1= HO TOES MOTTE! 








Pour que nos énoncés se réduisent exactement à ceux du Cha- 
pitre Îf quand on fait «(x):= x, convenons d'appeler oscillation 
moyenne de f(x) dans (a, b}, prise par rapport à x(x), la limite 
du rapport 


LL : 
ù Ô; F 
0 


c'est-à-dire le nombre 





alors {a condition nécessaire et suffisante pour que les sommes S 
tendent (*), vers une limite déterminée, que nous appellerons 


{*} On remarquera qu'ici il n'est plus nécessaire de ne considérer que des suites 
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l'intégrale de Stieltjès-Riemann de f(x) prise par rapport 


à a(x), est que f(x) ait une oscillation moyenne, prise par 
rapport à a(x), nulle dans l'intervalle considéré. 


n 


Du fait que la convergence de ÿ &; dv vers zéro est la condition 
0 
d’intégrabilité, on déduit de suite, comme au Chapitre ÎT, que la 


condition nécessaire et suffisante pour que f(x) soit intégrable, 
au sens de Stieltjés-Riemann, par rapport à a(x), est que l'en- 
semble des points en lesquels f(x) a une discontinuité au moins 
égale à &, soit, quel que soite Do, un groupe intégrable par 
rapport à «(x). En entendant par groupe intégrable par rapport 
à «(æ), tout ensemble de points qui peut être enfermé à l’énté- 
rieur (‘) d'intervalles en nombre fini fournissant une somme 
d’accroissements Z dv de la variation totale aussi petite que l’on 
veut. 

Le mot intérieur est indispensable si &«(x) est discontinue; alors 
un ensemble réduit à un seul point P n’est pas toujours un groupe 
intégrable. En effet, si P est point de discontinuité de (x), il 
n'existe pas d'intervalle contenant P à son intérieur et pour 
lequel dv soit inférieur à 6(P + o)— v(P— 0). Ainsi les groupes 
intégrables par rapport à «(æx) sont formés de points de continuité 
de «(x); une fonction f(x) ne peut être intégrable, au sens de 
Sueltjès-Riemann, par rapport à «(x) que si elle est continue en 
tous les points de discontinuité de x(x). Par contre une fonction 
peut avoir une intégrale de Stieltjès-Riemann et admettre cepen- 
dant tous les points d’un intervalle pour points de continuité. Il suffit 
que cet intervalle soit un groupe intégrable par rapport à æ(x), 
c’est-à-dire qu'il suffit que æ(x) soit constante dans cet intervalle. 
On voit combien la nature des groupes intégrables varie quand 
varie (zx). 

En utilisant la théorie de la mesure qui va être développée, le 
lecteur démontrera facilement, comme au Chapitre Il, que la 
condition néeessaire et suffisante pour qu’une fonction ail une 
intégrale de Stieltjès-Riemann c'est que l’ensemble de ses 


de divisions D, telles que tout point de discontinuité de x(x) appartienne à 
toutes les D, à partir d'une certaine valeur de l'indice. 
(1) C'est-à-dire « enfermée dans des intervalles ouverts ». 
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points de discontinuité ait, par rapport à la fonction détermi- 
nante a(x), une mesure nulle. 

N’étudions pas plus longuement la définition primitive de l’inté- 
grale de Stieltjès et, pour préparer une définition plus large de 
cette intégrale, définissons la mesure d’un ensemble, prise par 
rapport à une fonction æ«(æ) à variation bornée. 

Nous convenons que la mesure de l'intervalle fermé (/, m) est 


Maxi(i<æ<m]= am +0o)—ax(l—o). 
que la mesure d’un point x, est 
Malx)(Lo) = A(ro+— 0) —a(ro—0): 


de là on déduit la mesure d’un intervalle ouvert ou à demi ouvert 
en soustrayant de la mesure d’un intervalle fermé la mesure de l’un 
ou de l’autre ou de ses deux points extrêmes. 

Il est évident que cette fonction d’intervalles est complètement 
additive; 1l lui correspond donc (p. 165), une fonction d’en- 
semble complètement additive et définie en particulier pour tous 
les ensembles mesurables B. Nous allons compléter ce résultat. 

Rappelons que les ensembles E, pour lesquels nous avons défini 
la fonction À, (E-), que nous noterons ici m,,:,(E;), sont ceux 
qui sont transformés en ensembles &, mesurables par rapport à # 
grâce au changement de variable 


= 4 V{R), 


V(zx) désignant toujours la variation totale de x(x) de a à x; ce 
changement de variable étant interprété comme il a été ex- 
pliqué à la page 168. 

Dire que 6; est mesurable, c’est dire qu’on peut l’enfermer dans 
un ensemble e, d’intervalles ouverts, et qu’on peut enfermer son 
complémentaire #, dans un ensemble /f, d’intervalles ouverts tels 
que la longueur des parties communes à e; et f, $oit €, aussi petit 
que l’on veut. À e, et f, correspondent des ensembles e, et f, d’in- 
tervalles enfermant E, et son complémentaire F,, si l’on a eu soin 
de choisir les intervalles constituant e; et f; de façon qu'aucun 
d'eux n'ait une extrémité à l’intérieur d’un intervalle (#,, t:) cor- 
respondant à un point singulier de æ(æ); ce qui est possible 
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puisque ces intervalles sont, chacun, tout entiers dans 6, ou 4 (). 
Dans chaque intervalle de l’axe des x on a 


Ôx <Ô/, GV << ÊL. 


AN 


De la première inégalité nous avons déjà déduit que E, était 
mesurable, car elle entraîne Zôx<e, la sommation étant étendue 
aux intervalles communs à e-et /.. La seconde nous donne ZÔV e 
et nous montre que les É; sont mesurables par rapport à &(x) en 
convenant que : un ensemble E, est dit mesurable par rapport 
à œ«(x) s'il peut étre enfermé dans une infinité d'intervalles 
ouverts e% et si l'on peut enfermer le complémentaire F, de E; 
dans une infinité d'intervalles ouverts fx, tels que la somme 
ZÔV, étendue aux intervalles communs à ex et fx, soit aussi 
petite que l'on veut. 

Ainsi nous avons défini mcx(E) pour des ensembles qui sont à 
la fois mesurables au sens ordinaire et mesurables par rapport 
à a(x) (2); si nous nous arrêtions là, la mesurabilité au sens ordi- 
naire jouerait un rôle à part. Nous ne généraliserons complètement 
la théorie de Ia mesure qu’en définissant la mesure par rapport 
à (x) pour tous les ensembles mesurables par rapport à x«(x), 
sans exiger de plus qu'ils soient mesurables au sens ordinaire. 
C'est ce que nous allons faire maintenant (*). 

Le problème de la mesure que nous avons résolu au Chapitre VII 


peut être énoncé comme il suit. 
Trouver une fonction d'ensemble qué soit : 


1° Positive ou nulle; 
2° Complètement additive ; 
3° Qui, pour les intervalles ouverts et fermés, se réduise à la 


mesure connue de ces intervalles. 


Lorsqu'il s’agit de la mesure par rapport à une fonction «(x) 
non décroissante, on peut conserver exactement cet énoncé. Alors 





(') Comparer, page 169. 

(?) Nous avons défini m,,,,(E) pour ous les ensembles remplissant ces deux 
conditions à la fois. 

(3) On remarquera que le résultat auquel nous allons arriver est celui que 
fournirait le changement de variable ve — V (x) utilisé à la place du changement 
t=z ENV i(d). 
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on définit la mesure extérieure de E, par la limite inférieure des 
sommes 20 relatives aux ensembles d’intervalles enfermant KE... 
La mesure de (a, b) diminuée de la mesure extérieure du complé- 
mentaire F.. de E, donne la mesure intérieure de E.. On voit de 
suite que la première de ces mesures est au moins égale à la 
seconde ; ces deux mesures sont égales pour les ensembles mesu- 
rables par rapport à «(æ) et seulement pour eux. Bref pour «{x) 
non décroissante, la théorie de la mesure par. rapport à &(x) 
se construit identiquement comme celle de la mesure ordinaire, 
c'est-à-dire de la mesure pour a(x)= x. 

Mais si «(x) est seulement à variation bornée, la condition 1° 
ne peut être conservée puisqu'elle n’est même plus vérifiée pour 
tous les intervalles. Nous la remplacerons par la suivante : 


1 La mesure d’un ensemble par rapport à une fonction 
non décroissante est positive ou nulle. 

La mesure d'un ensemble par rapport à a(x} est au plus 
évale en valeur absolue à la mesure du même ensemble par 
rapport à la variation totale v(x) dé a(x). 


Si E- est un ensemble, enfermons-le dans des suites &!, &!, ... 
d'ensembles d’intervalles ouverts tels que les sommes X'5v, 
SO, du correspondantes tendent vers la plus petite valeur pos- 
sible. Soit &{/ l’ensemble commun à &i et &/ ; comme &'/ enferme 
Ez 1l fournit une somme X4 ôy telle que Xé di — Zij de, Xj de — Yi ge 
tendent vers zéro quand £ et j augmentent indéfiniment tous deux. 
Or les trois ensembles &!, &., &{ fournissent des sommes d’ac- 


croissements de a(æ) telles que l’on ait 
[ide — 2j da | SL XiGe— Zii5e, | X/ de — Li) da | < Li Go — YE Gp. 


Donc les nombres X0% convergent quand : augniente indéfiniment; 
leur limite est ce qu’on appelle la mesure extérieure, par rapport 
à a(x) de E,. La mesure intérieure de KE, est la mesure de (a, b) 
diminuée de celle du complémentaire F, de E,. 

Or supposons E, mesurable par rapport à (x) et enfermons Fe 
dans une suite d’ensembles d’intervalles -— les ensembles F°., four- 
nissant ne sommes gtôe et af dx -— tels que les parties communes 
à G!. et #°, fournissent une somme t{ de tendant vers zéro quand & 
croît. Aloe la somme tr 0x fournie par ces parties communes tend 
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a fortiort vers zéro et comme l’on a évidemment 
Malte (84) + Mae] = Mantes z£b]+ 15e, 
il en résulte 
m (ext. Jatu[ Ex] + m(ext.)jatol Fr] = Moux(a£z£é], 


c’est-à-dire 
mn (ext. )atr)[ Ex] = nm (int. )a(xi [EE]. 


Ainsi les mesures extérieure et intérieure, par rapport à a(x), 
d’un ensemble mesurable par rapport à a(x) sont égales. Leur 
valeur commune est la mesure de l’ensemble, prise par 
rapport avec a(x). 

Pour démontrer ce dernier point, remarquons que l’ensemble 
&—_E,, étant enfermé dans les parties communes à 6° et Si, a 
pour mesure par rapport à #(æ) au plus ride. À fortiort 


on a | 
; ; |Matel 8h Ex]| < vi èv; 
d’où l’on tire 


Maix)[ Ex] — lim Mal) [ 64] = 7H (ext. )o(x) Ex 
17 æ 


À yant ainsi trouvé le seul nombre qui puisse satisfaire aux con- 
ditions du problème de la mesure, il resterait à vérifier qu'il y 
satisfait effectivement. Pour abréger, et pour revenir à des consi- 
dérations antérieures, tirons cela de la correspondance entre 
ensembles E, situés sur (a, b) et ensembles E, de (0, V) qui nous 
a déjà servi (!}; correspondance dans laquelle à tout point x 
de (a, b) on associe l’intervalle [v(x — 0), (x + o)] de (0, V). 
À tout intervalle E, correspond alors un intervalle E, dont la lon- 
gueur est la mesure de E> par rapport à v{x). Dès lors les 
ensembles E; mesurables par rapport à »(x) sont ceux qui four- 
nissent des ensembles E, mesurables au sens ordinaire et l’on a 


pour Eux. 
mvyto[ Ex] — mlE, |]. 


Comme les ensembles mesurables par rapport à œ(x) et par 





(:} Voir page 259. Pour des démonstrations directes on pourra se reporter au 
Livre déjà cité de M. de la Vallée Poussin. 
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rapport à #(x) sont, par définition, les mêmes, nous savons quels 
sont les ensembles mesurables par rapport à a(x). 

De plus, la mesure par rapport à «(x) d’un intervalle E,;— (4, m) 
est a(m—+0)—x(l— 0), c'est-à-dire l'accroissement A (u) — A(à) 
subi par la fonction A(v), dans l'intervalle E,— (à, 1) transformé 
de ({, m). Donc la mesure qui vient d’être définie n’est pas 
différente de la fonction complètement additive de l’ensemble E, 
déterminée sur (0, V) par la fonction absolument continue A(+); 
les définitions mêmes de ces deux fonctions sont identiques. Ainsi 
on a 

Mal) [Ex] = } ‘A(e)d; 
E, 
ce qui permet d’énoncer toutes les propriétés de la mesure à 
partir de celles connues des intégrales de fonctions sommables. 
Bornons-nous à cette indication et passons à l’extension de la notion 
d'intégrale. 

Le problème d'intégration que nous avons résolu au Chapitre VII 

peut être énoncé ainsi : 


Attacher à toute fonction f définie dans (a, b) un nombrel(f) 
tel que 


1° La fe) = IA) (2); 
: (fa + for) = 11) + fo) +... 
lorsque la série fi + fr, ... est uniformément convergente; 


3° et lorsque cette série est convergente et à termes positifs; 

4° I(f) se réduit à l'intégrale connue de f lorsque f est 
continue ; 

9° [(f/)=1(g) st f ne diffère de g qu'aux points d’un 
ensemble de mesure nulle. 


Nous conserverons cet énoncé pour le prolongement de l’inté- 
grale de Stieltjès; seulement, l'intégrale et la mesure dont il est 
parlé aux n°* 4° et 5° seront maintenant l'intégrale et la mesure par 
rapport à x(æx). 

Il nous suffit pour traiter ce problème de reprendre, légèrement 
modifiés à cause de la condition 5°, les raisonnements utilisés 
pour le prolongement d’une fonctionnelle linéaire, page 267, 
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et nous retomberons sur les mêmes considérations qu’au Cha- 
pitre VIT. 

Considérons une fonction } ne prenant que les valeurs o et 1. 
Si E[4 —:1] est un intervalle (/, m), 4 est la limite de la suite 


hi] 


décroissante des fonctions continues /, égales à 1 dans (/, m), 
nulles en dehors de (4 — m + } linéaires dans (. — F l), 


mi, M + de De 1° et de 3° il résulte que 1(4) est la limite 
de T(f,), nombre qui, étant l'intégrale de Stieltjès de la fonction 
continue f», diffère de moins en moins de x(m<+o)—x(Î—o) 
c'est-à-dire de mr [E(% —1)]. On a donc 


169) = man[ ECS =1)]} 


lorsque E{4 — 1) est un intervalle. Par l’addition de telles fonc- 
tions et l’application de la condition 3°, on voit qu’on a la même 
égalité lorsque E(Ÿ — 1) est un ensemble d’intervalles. Supposons 
maintenant que E{4 — 1) soit un ensemble mesurable par rapport 
à « et enfermons cet ensemble dans des ensembles d’intervalles 
fournissant des sommes Zdv tendant vers la plus petite limite 
possible; nous pourrons supposer d’ailleurs que chacun de ces 
ensembles d’intervalles contient les suivants. À ces ensembles 
d’intervalles correspondent des fonctions &,, d,, ..., ne prenant 
que les valeurs o et 1, ettelles que ces ensembles se notent E[4, —1|, 
Ef%:=—1], .... Soit 4, Ia fonction vers laquelle tendent en 
décroissant les fonctions d;. On a, d’après 3°, 


[[bo]= limite de I[L4;] — limite ms E(di=1)] = max [EL = 1)] 

et, d’après 5°, | 
(Uyo]l=1[#]. 
4 = mat EC =1)] 

Soit maintenant f(x) une fonction bornée et mesurable par 
rapport à a(x), c'est-à-dire telle que tous les ensembles 
ETG£ f(x) << l,,] soient mesurables par rapport à «(x). 

Soit (/, L) un intervalle contenant à son intérieur l'intervalle 


de variation de f(x); partageons cet intervalle à l’aide des nombres 


ne ON A OS PE LT 


d’où encore 


supposons que /;,, — l; ne soit jamais supérieur à €. 
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Désignons par d;,(£—0, 1, 2, ..., }), la fonction égale à 1 
quand x appartient à E[ Z;£ f(x) << /;,,]| et nulle ailleurs. Pursque 
nous connaissons Î({4;), des conditions r et 2 résulte [(+), pour 


la fonction 
à 
r)= ie) 
0 


Or o(x) tend uniformément vers f(x) quand « tend vers zéro, 
puisque l’on a 

OLf(æ)— (x) <e, 
donc, d’après 2°, 


I(f) = limIl[e(æ)] = lim ÿ Li malo E(di= 1]. 
E—0 € —Ù0 à 


L'intégrale d’une fonction bornée est obtenue. 

Si f(x) est encore supposée mesurable par rapport à «(x) mais 
n’est plus nécessairement supposée hornée, les l; seront pris 
échelonnés de — à + © et distants les uns des autres de & au 
plus. Alors on voit de suite que si la série infinie dans les deux sens 


> limun[EChi=t)] 
0 


est absolument convergente pour un choix des /; elle le sera pour 
tout choix des /; et quel que soit e. La fonction f(x) est dite alors 
sommable par rapport à a(x). Du n° 3° il résulte que, pour une 
telle fonction, on a encore 


LP) = Vino Ÿ mal E Ci OT: 


ce que l’on peut écrire encore 


—+ 
16f) = dim dima ECS (E) << lies )]. 
E — 0 dd 
L'intégrale, par rapport à «{x), d'une fonction sommable, par 
rapport à a(x), est ainsi définie dans tous les cas exactement 
comme dans le cas particulier a(x)= x. 
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Il serait facile de démontrer directement, par des raisonnements 
entièrement analogues à ceux du Chapitre VIT, que cette définition 
fournit un nombre déterminé, que ce nombre vérifie bien les 
conditions de notre problème et d’en trouver les principales pro- 
priétés. Mais nous allons faire tout cela d’un seul coup en prouvant 


que I(f) est identique à l'intégrale def f(x) dfa(x)] définie 


page 261. Nous utiliserons les fonctions x(v) et A(v) qui nous 
ont alors servi. 

L'expression précédemment obtenue de la mesure d’an ensemble, 
par rapport à «(r), nous donne 


ICS) = lim D Uma EC 1] = im Du f A6) dv; 
E=0 Et Ÿ;=1) 
E,(Ÿ;— 1) étant le transformé sur (o, V) de E(d;—:). 
De là on déduit, en utilisant les propriétés des intégrales 
ordinaires de fonctions sommables, 


v v 
1(F)=tim Ÿ à f. HLe(o)L'A(E) de = lim f p|æ(e)l'A(e) ds 
. é . 6) 
= f lim }e[æ(e)'A(e): de = f f(x, v)'A(o) de 
b 
= f_ jte) dater) 


La définition que nous venons de donner, et qui est due à 
M. Radon, est donc équivalente à celle de la page 261 et celle-ci 
nous dispense de toute étude directe des propriétés de l'intégrale 
de Stieltjés. Nous allons pourtant montrer, à titre d'exemple, 
comment se présente la généralisation de la notion de fonction 
absolument continue (!}; mais, auparavant, examinons comment il 


(!) Parmi les questions que pourra traiter le lecteur à titre d'exercice je 
signale les suivantes. Appliquer les méthodes de Jordan au problème de la 
mesure relative à «(æ}); définir l’éteudue par rapport à «{x); montrer que les 
fonctions mesurables J par rapport à a«(æxz) sont les fonctions intégrables, au 
sens de Stieltjès-Riemaan, par rapport à «(æ). Comparer le champ d’extension 
de la définition de Radon à celui des diverses définitions données dans le para- 
graphe I de ce Chapitge; et en particulier montrer que, de même que l'extension 
de la notion de mesure obtenue (p. 257) à l'aide d’un changement de variable 
de la forme {=x+v(x), ne s'appliquait qu'aux ensembles qui sont mesurables 
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se fait que les notions ensembles mesurables B, fonctions mesu- 
rables B soient indépendantes de la fonction a{x) déterminant 
les problèmes de mesure ou d’intégration dont on s'occupe, alors 
que les notions ensembles mesurables et fonctions mesurables 
varient avec (x). 

C'est qu'il s’agit de notions de caractères entièrement différents: 
M. Denjoy dirait que les premières sont descriptives et les secondes 
métriques. M. Borel avait introduit les ensembles B à l’occasion 
de la théorie de la mesure, et c’est de là que vient leur nom, mais 
il ne les a pas caractérisées par une propriété métrique : il indique 
quelles sont les opérations géométriques qui, effectuées à partir: 
d'intervalles et de points, permettent d'obtenir ces ensembles. 
L'importance des fonctions mesurables B, en Analyse, vient 
surtout de ce que ces fonctions sont toules celles qui rentrent 
dans la classification de M. Baire, toutes celles qui sont susceptibles 
d’une réprésentation analytique (!). lei, l'importance des ensembles 
et fonctions mesurables B vient, comme on a dû le remarquer, 
de ce que, pour eux, la mesure ou l’intégrale est déterminée par 
celles des conditions de nos problèmes qui se traduisent par des 
égalilés, et sans qu’il soit nécessaire d'utiliser celles qui impliquent 
des inégalités; c’est-à-dire à l’aide des conditions 2°, 3° (p.278), 
des conditions 1°, 2°, 3°, 4° (p.281). Orle champ de ces ensembles 
est si vaste qu'il a fallu de grands efforts pour construire quelques 
exemples d’ensembles ou fonctions non mesurables B: c’est-à-dire 
qu'il n’y aurait aucun inconvénient pratique à se limiter à l'étude 
des ensembles et fonctions mesurables B. 

lProposons-nous de caractériser les fonctions (x) qui sont des 
intégrales indéfinies par rapport à une fonction à variation bor- 
née a(x), connue; ces fonctions F(x) sont celles que l’on pour- 
rait appeler fonctions absolument continues par rapport à a(x). 





à la fois au sens ordinaire et par rapport à a(æ), l’extension obtenue (p. 259) 
à l’aide du même changement de variable ne s'applique qu'aux fonctions qui sont 
à la fois mesurables et sommables au sens ordinaire et par rapport a(æ). 

Il est d’ailleurs clair que deux de ces définitions sont toujours d'accord 
lorsqu'elles s'appliquent toutes deux, puisqu'elles définissent des fonctionnelles 
linéaires vérifiant la troisième condition de la page 267 et qu’elles sont identiques 
pour les fouctions continues. 

(!) LeBErsquE, Journ. de Math,, 1005. 
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Une première condition c’est que F(x) soit à variation bornée 
et ait en tout point des sauts de droite et de gauche proportionnels 
à ceux de «{x), d’après l'expression de la fonction des sauts d’une 
intégrale donnée (p. 256) : 


F(æ)—F(r—o) _ F(x+o)—F(zx) 
æ(r)—am(r—0o) a(r+o)— ax) 


Cherchons les autres conditions : nous voulons avoir 
a V(x) 
Fa) C+ f Jta)a(a=C+ f fLz(v)}'A(e) de 
(2: 0 
pour une fonction inconnue f(x). La fonction continue 
be) = C = f f{r(e)l'A(e) de 
D 


est définie dans tout (0, V). Pour toute valeur v telle que l’équa- 
on 6 — V(x} ait au moins une racine, on a 


P(v)=F[zr(s)]; 


les seules valeurs de s en lesquelles on n'a pas celte égalité sont 
donc celles pour lesquelles on a une inégalité de la forme 


V(ro—o) = 6<0 < V(xro) = #0 
ou de la forme 
V(xo) —- Va 6 V(ro + 0) — 9. 


Dans (v,, ,), æ(v) est constant et égal à æ ; A(v) est linéaire 
dans (r,, 0) et (vo, v2) et prend les valeurs a(r,—0), (x), 
2(7, +0) pour 3, so, 2. Donc ®(v) est linéaire dans (1, ,) et 
(6, “2) et y subit les accroissements 


Cas) La ro) — at ro— 0)] fo) e( ro -+ 0) — afro) ]: 


Il résulte de là que si l’on pose W[V(x)] = F(x)etsi l'on convient 
de compléter la définition de W de manière qu'elle soit partout 
continue et qu'elle soit linéaire dans les intervalles où elle n'était 
pas encore déterminée, on doit avoir W(e)=®(r). En d’autres 
termes F(+) doit être absolument continue en v. 

Montrons que celte condition jointe à la précédente, est suffi- 
sante. Supposons donc ces condiuons vérifiées. Si x, est un point 
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de discontinuité de æ(x), nous prendrons 


WIV(2o)]— W[V(xo—o0)] | F(xo)— F(ro—0) 








J(&o) = (A) —a{(To— 0) 0 x(To) — a(æo— 0) 
fa) = PLVCær+ 0)]— PLV (0)] L Fæot 0) F(a). 
: ) &(To + 0)—«x(xo) a «(æo+0)— àx(xo)? 


ces deux expressions de f(x,) sont bien d'accord à cause de la 
première condition. 

Si x, est un point de continuité de (x) pour lequel l’équa- 
tion V(æ) — V(zx,) n’admet que la racine x,, nous prendrons 


J(&o) — LT: 


quantité finie puisque 'A(v) a été pris égal à +1 ou à — 1. 

Enfin aux points où f(x) n’est pas encore définie nous pren- 
drons f(x) arbitrairement; ces points correspondant en effet à une 
infinité dénombrable de valeurs de 6—V{(x) n’ont aucune influence 
sur une intégrale prise de o à V. 

Avec ce choix il est clair que l’on a 


Pe)= C4 f fLateT'A(e) de, 
donc 


Fr) C + f J{æ) d{a(x)]. 


Transformons la seconde condition trouvée; pour cela remar- 
quons que, dès que la première condition est remplie, on peut cal- 
culer f(æ) aux points de discontinuité de x(x) donc f{æ(e)| dans 
les divers intervalles (v,, 62). Désignons par g(v) la fonction 
égale à /[x(v})| dans les intervalles (#1, #) et nulle ailleurs. 
La fonction g(v).'A(e)estsommable, car dans (+v,,v,) son intégrale 
est F(xo) — F(xs— 0) et dans (6,, ,) elle est Frs + 0) — F(æo) 
et la somme des valeurs absolues de toutes ces intégrales est bornée 
puisque F(x) a été supposée à variation bornée. 

La fonction 


Pie) = f g(e)'ACo) de 
ô 


peut donc être calculée dès que la première condition est remplie. 
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il est d’ailleurs clair d’après ce qui précède, que W,(v) est la trans- 
formée de la fonction des sauts S(x) de F(x). 

W,(v) étant absolument continue, il nous suffit d'exprimer 
que F{o)—W,(r) —W,(e) est aussi absolument continue. C’est- 
à-dire que si l’on forme la somme ZAW';, étendue à un ensemble I, 
_d’intervalles — que l’on peut supposer n'ayant jamais ni leurs ori- 
gines ni leurs extrémités dans les intervalles (91, 02) puisque Y, (v) 
est constante dans de tels intervalles, et que l’on peut supposer 
ouverts puisque W,{#) est continue — dont la mesure totale est e, 
tend vers zéro avec €. 

Mais puisque les I, n’ont ni leurs origines ni leurs extrémités 
dans les (v,, :) et que ce sont des intervalles ouverts; ils sont les 
transformés d’ensembles [, d’intervalles ouverts de l’axe des x 
et la somme à considérer est 


S'IAIF(æ)—S(æ)]|. 


Le 


Y,(v) est absolument continue, 
Jiani= Vas) 
LP LPS 


tend vers zéro avece; donc il faut et il suffit que ZX, | AF | tende 
vers zéro. 


Pour qu'une fonction F(x) soit une intégrale indéfinie par 
rapport à a(x), il faut et il suffit : 

1° Que F(x) soit à variation bornée; 

2° Qu’en tout point les sauts de droite et de gauche de F(x) 
soient proportionnels à ceux de a(x); 

3° Que la somme A|F(x)|, étendue à un ensemble d'inter- 
valles ouverts dont la mesure, par rapport à la variation 
totale V(x) de a(x) est égale à &, tende vers zéro avec &. 


La réponse est bien plus simple s’il s’agit de savoir à quoi l’on 
peut reconnaître qu’une fonction d'ensemble mesurable B est une 
intégrale indéfinie par rapport à «(x) donnée. Rappelons-nous 
d'abord que, pour le calcul d’une telle intégrale indéfinie, on peut 
supprimer toutes les singularités inutiles de «(x), c’est-à-dire 
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remplacer æ(x) par une fonction égale à «(x) en a, en b et en 
tous les points de continuité de 4(+) et qui n’a en aucun point 
deux sauts de signes contraires. Supposons donc que «(æ) n'ait 
plus que des singularités utiles. 


Une intégrale indéfinie par rapport à a(x) est une fonction 
d'ensemble mesurable B : 


1° Qui est complètement additive; 

2° Qui est nulle dans tout ensemble de mesure ‘nulle par 
rapport à la variation totale V(x) de la fonction a(x), sup- 
posée sans singularités enutiles, 

et réciproquement. 


La propriété énoncée des intégrales indéfinies n’est que Ia tra- 
duction du fait que, considérée comme attachée aux ensembles 
de (o, V), cette fonction d’ensemble est absolument continue. 
Examinons la réciproque. 

À une fonction © d'ensemble E, mesurable B, notre changement 
de variable fait correspondre une fonction ® d'ensemble 6, mesu- 
rable B mais qui n’est pas définie pour tout ensemble mesurable B 
de (0, V). On sait, en effet, sa valeur W dans un intervalle (v,, 62) 
correspondant à un point singulier x, de «(æx) mais on ne sait pas 
sa valeur Ü dans un ensemble e, mesurable B contenu dans (1, #2); 


convenons qu on aura 
UÜ W 


mes) Lo — ÿ; 





Cette convention suffit à achever de déterminer ® pour tous les 
ensembles mesurables B de (o, V), car nous voulons que ® soit 
complètement additive. 

® étant nulle dans tout ensemble de mesure nulle par rapport 
à V(x), ® est nulle dans tout ensemble de mesure nulle. Donc ® 
est une intégrale indéfinie, et, d’après la façon dont a été choisie ® 
à l’intérieur de chaque (v,, #2), la fonction, sommable par rapport 
à », dont ® est l'intégrale indéfime, est constante dans (4, Pa); 
on a bien 


b(S,) = [, fLz(v)J'A(e) de, 


pour une certaine fonction f(x); la presque dérivée ‘A(v) étant 
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constante dahs tout (#,,w,) parceque (x) n'a pas de singularité 
inutile. 

La dernière forme que nous avons donnée, (p. 153), à la 
condition d'absolue continuité se généralise donc littéralement; 
de là on tirerait facilement les généralisations des autres formes de 
cette condition. 


IV. — Signification physique de l'intégrale de Stieltjès. 


Nous venons de généraliser l’un des modes de définition analy- 
uque de l'intégrale; les autres modes de définition analytique sont 
susceptibles de généralisations analogues (‘). Mais n’y a-t-il pas, 
pour l'intégrale de Stieltjès, une définition analogue à la définition 
géométrique de l'intégrale, c’est-à-dire qui apparaisse comme une 
simple mise au point d’une définition intuitive. Ce mode de défini- 
uon existe, 1l a certainement guidé les premières idées de Sueltjès, 
mais Stieltjés n’y insiste pas; son exposé analytique donne Loute 
satisfaction du point de vue logique de sorte que la signification 
intuitive de l'intégrale de Stieltjès a été un moment oubliée. 

Stieltjés dit cependant : supposons qu'il y ait, répandue sur Oz, 
de la matière pesante. Soit u(æ)la masse située sur (6, x}; calcu- 
lons le moment de la masse totale par rapport à l’origine. Pour 
cela, partageons l'intervalle considéré à l’aide de valeurs crois- 
santes £;, nous aurons une valeur approchée du moment sous la 


forme 
Délu(tis)—u(t:)}; 


d'où, pour la valeur exacte du moment, une intégrale / æ d[u(x)]. 


Mais la signification de l'intégrale de Stieltjès est bien plus nette- 
ment donnée par Cauchy qui avait, avant Stieltjès, considéré 
l'intégration par rapport à une fonction; bien plus amplement que 
Stieltjès, au point de vue physique, mais sous une forme bien 
moins précise, au point de vue logique (2). 








(*) Il a déjà été dit que la définition de M. W. H. Young fut généralisée la 
première {p. 263, en note). 

(?) Sur Le rapport différentiel de deux grandeurs qui varient simultané- 
ment (Ex. d'Analyse, t. IT, p. 188-229; Œuvres, 2e série, t. XII, p. 214-262). 
Voir aussi le Traité de Mécanique analytique de l'abbé Moigno. 
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Le point de départ de Cauchy est la notion de grandeurs 
coexistantes, notion plus large que celle de foncüon, doni celle-ci 
n’est qu’un cas particulier. 

Des grandeurs sont dites coexistantes lorsqu'elles sont déter- 
minées par les mêmes conditions, géométriques ou physiques. La 
surface et le volume d’un cylindre sont des grandeurs coexistantes, 
déterminées en même temps par la donnée du cylindre. Dans une 
étendue gazeuse, isolons par la pensée la matière contenue dans 
un certain domaine; le volume du corps ainsi conçu, sa masse, la 
quantité de chaleur nécessaire pour élever sa température d’un 
degré à volume constant sont trois grandeurs coexistantes. 

Les nombres qui mesurent ces grandeurs ne sont pas nécessai- 
rement des fonctions les uns des autres, les exemples précédents 
le prouvent; ils le sont parfois; le rayon, la hauteur, la surface, le 
volume d’un cylindre de révolution sont des grandeurs coexis- 
tantes et deux quelconques d’entre elles déterminent les deux 
autres. D'une façon plus générale, si une grandeur est fonction 
d’autres grandeurs, toutes ces grandeurs sont coexistantes. Nous 
sommes habitués à raisonner sur variables et fonctions, mais il ya 
tout aussi bien lieu de raisonner sur des grandeurs coexistantes : 
entre la surface et le volume d’un cylindre, on peut, par exemple, 
établir des relations d’inégalité. Pour donner une base solide aux 
raisonnements sur les grandeurs coexistantes, précisons cette 
notion ce qui d’ailleurs va en restreindre la portée. 

Dans les exemples précédents, les grandeurs coexistantes appa- 
raissent comme attachées à un même corps, le cylindre ou le corps 
gazeux, ce sont des fonétions d’un même domaine. Les grandeurs 
de la physique directement mesurables apparaissent d’ailleurs tou- 
jours comme des fonctions de domaine; seulement ces domaines 
ne sont pas toujours à trois dimensions. Il peut s'agir de domaines 
sur la droite, c’est-à-dire d’intervalles, de domaines plans ou de 
domaines à plus de trois dimensions; dans ce dernier cas le 
domaine ne s'impose plus à nos sens, sa conception purement 
mathématique est quelque peu artificielle, Si, par exemple, nous 
avions voulu parler de la quantité de chaleur nécessaire pour 
élever de 94 degrés un corps gazeux C conçu isolé du reste d’une 
étendue gazeuse et si nous avions voulu faire varier et ô£ et Le corps, 
il nous aurait fallu considérer la quantité de chaleur comme attachée 
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à un domaine à quatre dimensions de l’espace x, y, 3, t; celui qui 
serait obtenu en faisant subir au corps C, tracé dans t —1,, une 
translation Ô£ parallèle à l'axe des t. 

Nous admeitrons donc que les grandeurs dont nous parlons sont 
des fonctions de domaine et nous remplacerons la notion de gran- 
deurs coexistantes par celle, plus précise, de fonctions d’un mêm: 
domaine ou, par une abstraction de mathématicien, par: celle de 
fonctions d’un même ensemble. 

On rencontre aussi en physique des fonctions de points ou si 
l’on veut d’un certain nombre de variables. Les unes sont encore 
des fonctions de domaine, mais attachées à des domaines spéciaux 
ne dépendant plus que d’un nombre fini de paramètres : la masse m 
de la quantité d’eau comprise dans un récipient jusqu’à la hauteur À 
est une fonction de h, mais parce que m et À sont des fonctions 
d’un même domaine. Les autres sont vraiment attachés à des 
points; ces nombres servent en général à étalonner des états, des 
qualités, à distinguer par exemple des mouvements plus ou moins 
rapides (vitesse), des matières plus ou moins denses (densité). 

Si l’on considère la définition précise de ces nombres, on cons- 
tate qu’on les obtient comme valeur limite du quotient de deux 


fonctions d’un même domaine : 
longueur d’arc de trajectoire 


Vitesse — lim. Vitesse moyenne = im 2’ ; 
temps de parcours de cet arc 


Densité — lim. Densité moyenne — lim nn Pepe. 
volume de ce corps 

Comme notre but n’est pas d'étudier les nombres de la physique, 
nous n’avons pas à rechercher si tous ces nombres rentrent bien 
dans l’une ou l’autre des deux catégories indiquées et si la distinc- 
tion entre ces deux catégories de nombres est absolue; 1l nous 
suffira d’avoir remarqué l’importance, en physique, des fonctions 
de domaine et de cette sorte de dérivation d’une fonction de 
domaine par rapport à une autre qui fournit les fonctions de 
points. 

Que les fonctions de domaine s’introduisent en physique et y 
apparaissent même comme plus directement adaptées aux besoins 
du physicien que les fonctions de points ne doit pas nous étonner. 
Un point n’est que la conception limite de corps de plus en plus 
pétits, une fonction de point ne peut s’introduire en physique que 
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comme limite d’une fonction de corps, d’une fonction de domaine. 
S1 pourtant, on parle peu de ces fonctions, c’est que les mathéma- 
ticiens n’ont pas encore créé l’Algèbre et l'Analyse des fonctions 
de domaine. On possède par contre des notations remarquablement 
maniables pour les fonctions de points; aussi, par des artifices 
divers — mais qui se réduisent toujours au fond à ne raisonner 
que sur des domaines assez spéciaux pour qu'ils ne dépendent 
plus que d’un nombre fini de variables —, remplace-t-on toujours 
l'emploi des fonctions de domaine par celui des fonctions de point. 

L'opération de dérivation que nous avons rencontrée est celle 
qu'étudie Cauchy. Elle se définit ainsi : (D) et L (D) étant deux 
fonctions de domaines, pour avoir la dérivée en un point P de ® 


par rapport à d, on:prend la Limite du rapport De pour une 
suite de domaines D; de plus en plus petits et se réduisant à la 
limite au seul point P. 

On pourra définir de même la dérivée d’une fonction d'ensemble 
par rapport à une autre; on pourra être amené aussi à astreindre 
la suite des D; ou des E;, à des restrictions supplémentaires pour 
que la limite existe, comme nous avons dû le faire (p. 191); lais- 
sons ces détails de côté. 

Proposons-nous, avec Cauchy, de calculer & (D) connaissant Y(D) 
et la dérivée / (P) de (D) par rapport à 4(D). Ce problème ne 
serait pas délerminé, et nous ne saurions guère comment l’étudier, 
si nous laissions à la notion de fonction de domaine toute la géné- 
ralité possible. Vous allons supposer qu'il s'agit de fonctions 
additives de domaine. C'est là une restriction importante à la 
conception de Cauchy : la surface et le volume d’un corps sont 
deux grandeurs coexistantes, ce sont certes aussi deux fonctions de 
domaine, mais la seconde seule est additive. 

En réalité, pour traiter le problème qui va nous occuper, 
Cauchy se restreint, comme nous allons le faire, mais sans s’en 
rendre compte nettement, au cas des fonctions additives de 
domaines. Cette restriction est d’ailleurs légitimée pratiquement 
par le fait que ceux des nombres fournis par la physique qui sont 
ce que nous appelons des mesures de grandeur (‘} sont des 
fonctions additives de domaine. 


(:) À mon avis les grandeurs devraient être définies dés les Eléments comme 
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Tout point P, est alors intérieur à un domaine D(P,) tel que 


le rapport © diffère de f(P) de moins de & pour le domaine 


ÿ 


D (P,) et pour tous les domaines intérieurs, assujettis aux res- 
trictions qui ont pu être imposées dans la définition de la dérivée. 
À l’aide d’un nomire fini de ces domaines D(P,) on couvrira, 
d’après le théorème de M. Borel (p. 112), tout le domaine D que 
l'on considère. En restreignant ces domaines D(P,) on pourra les 
supposer sans points intérieurs communs. Alors on aura partagé D 
en domaines partiels D,, D,, ..., D, et pris dans chacun d’eux 
ou au voisinage de chacun d’eux un point particulier P;, de 
manière que l’on ail 


p(D:) = LCD;)[/(P:) 5 0x] (—1<0;<-r 1). 


Si f(P}est continue, on modifiera très peu ceci en supposant P; 
pris dans D;. 


De là résulte 
(D) = E 9(D;) = EL(D;)f(P:) + 0e Li (D:):. 


Si done, quel que soit le morcellement de D en les D; et quel que 
soit le choix des P;, la première somme tend vers une limite déter- 
minée pour des D; de plus en plus petits, et la seconde reste 
bornée — ce dernier fait exprime que Ÿ est à variation bornée — 
on sait calculer o(D). 

La précision de ces aperçus conduit tout naturellement à l'inté- 
grale de Stieltjés; il suffit de supposer qu’il s’agit de domaines à 
une dimension, d’intervalles, que f(P) est f(x), que (D) est la 
fonction d'intervalle que nous avons altachée à une fonction x(x) 
à variation bornée, pour retrouver la définition posée par Stieltjès, 


pour ff(x)d|x(x)|]. 

Mais il est clair que de ces aperçus dériveraient aussi des géné- 
ralisations de cette intégrale aux fonctions de plusieurs variables. 
Nous n’insisterons pas puisque, dans ce Livre, nous nous bornons 
toujours à l'intégration des fonctions d’une variable. 





des nombres attachés à des domaines et tels que les grandeurs attachées à des 
domaines provenant de la subdivision d'un autre domaine aient pour somme la 
grandeur attachée à ce dernier domaine. 
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Ces intégrales se réduiraient aux intégrales ordinaires si la 
fonction (D) se réduisait à la mesure, au sens ordinaire, du 
domaine D; l'extension de la notion de mesure étudiée par M. de 
la Vallée Poussin, la forme donnée par M. Radon à la définition 
de l'intégrale se relient donc étroitement aux considérations -phy- 
siques qui viennent d'être développées. 

La définition de M. Radon s'impose particulièrement si, au leu 
d'examiner avec Cauchy une généralisation du problème des fonc- 
tions primitives, on étudie une généralisation du problème des 
quadratures. Supposons qu’on sache que pour tout domaine ou 
ensemble E, le produit Y(E)A — le nombre À étant intermédiaire 
entre les limites inféricure L et supérieure L des valeurs prises 
sur E par une fonction f (P) — est une valeur approchée de o(Ë) 
ct d'autant plus approchée que L-- Z est plus petit. Nous serons 
tout naturellement conduits, pour calculer &(D), à examiner la 
somme Zeb (E;), où E; est formé des points de D en lesquels on 
a de f(P)<<(i+1)e. Or ceci est la définition de M. Radon. 

Remarquons que, dans l'Analyse classique, on considère à 
diverses occasions des sommes Xb{(D;). f(P;). Par exemple, 
lorsque l'on calcule une intégrale curviligne / f(æ », z)dx on 

c 


cherche la linnte de 
Erin) — et) j{Tr Ge), y), 3(6)T 


et l’on a alors affaire à une fonction L(D) égale à la mesure du 
segment projection, sur Oz, de l'arc D. 
Ordinairement de telles intégrales se considèrent groupées 


Î P dx -r Q dy = Rd. 


Si nous rapprochons ceci de la formule classique qui donne 
l'arc d’une courbe dans les cas simples 


f Vdet + dy? de? 


formule que l’on doit traiter comme une intégrale curviligne, en 
y substituant x, 7, z en fonction d’un même paramètre f; on sera 
conduit à examiner des intégrations par rapport à plusieurs fonc- 
tions d’ensembles, ou si l’on veut par rapport à plusieurs gran- 
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deurs coexistantes. Soit f (P, uw, u2, ...,u,) une fonction d’un 

point P et de p variables, supposons f homogène et de degré 1 par 

rapport à l'ensemble de ces variables. Soient, d’autre part, p fonc- 

tions additives de domaine coexistantes 4, (E), d,(E), ...,4,(E). 
La somme 


EFEPi YiCE:), VOB), ..., Y)(Ei)] 


x 


étendue à une division d’un domaine ou d’un ensemble en 
ensembles partiels E;, P; désignant un point de E;, définira par sa 
limite, quand elle existe, une sorte d’intégrale de Stieltjès dé f par 


rapport aux fonctions d,, ds, ...,d,. 
Ces sommations n’ont pas encore été étudiées; M. Hellinger (‘) 
: Sr Durs , ; dé d : 
a pourtant utilisé une intégration qui se note f(x) TE et qui 


est la limite des sommes 
E; E; 
S f(2) ORNE 
intégrale qu’a ensuite étudiée à son tour M. Radon. 

Terminons ce paragraphe en signalant que, d’après Cauchy, la 
notion de grandeurs coexistantes est de nature élémentaire et ren- 
drait de grands services si on l’utilisait dès les débuts de l'Analyse 
ou même de la Géométrie. I] nous semble bien, en tout cas, qu'il y 
aurait grand avantage à exposer tout d’abord la notion d’intégrale 
par rapport à une fonction de domaine. On aurait une vue syn- 
thétique de l’ensemble des types d’intégrales de fonctions conti- 
nues, la théorie de ces intégrales serait obtenue plus rapidement 
et pourtant on préparerait mieux les applications géométriques et 


physiques. 


V. — Fonction primitive par rapport à une fonction. 
Totalisation par rapport à une fonction. 


Pour le cas des fonctions d’une seule variable, le problème des 
fonctions primitives qu'on vient de rencontrer s’énonce ainsi : 
Étant donnée dans (a, b) une fonction à variation bornée a(x) 
et une fonction f(x), trouver une fonction F(x) qui admette 
en tout point f(x) comme dérivée par rapport à a(x). 





(:) Journal de Crelle, Bd 136. 
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Dire que f est la dérivée de F, c’est-à-dire que l’on à 


flay EME PSE) F(a—h) 
h>ox>oR(T+k)— air —h) 
si l’on traduit exactement les considérations du précédent para- 
graphe; mais il est évident qu'alors F(x) ne serait déterminée en 
aucun point puisque F(x — o) et F(x + 0) interviennent en fait 
seuls (*). Exigeons donc que l’on ait 





: = F(x+hk)—F(x) 
16) me «(x + h)— a(x) 


pour dire que F admet / pour dérivée. Dans la recherche de la 
limite du second membre, il ne sera tenu compte que des nombres } 
pour lesquels le second membre a une valeur déterminée, finie ou 
non. En un point intérieur à un intervalle dans lequel F et « 


(") Ceci est tout naturel, car x(æ) n'intervient que pour définir la fonc- 
tion Y(D) et que F(x) est définie par une fonction de domaine w{D}; or, à 
Y(D} et (D), correspondent des fonctions a(x) et F(æz) pour lesquelles 

a(æ—o), a(c+o), F(xz—o), F(zxz-o) 
sont déterminés à une constante additive près, tandis que x(æ) et F(æ) ne le 
sont pas. 

Stieltjès avait déjà remarqué qu'à une distribution donnée de masses sur O7, 
c'est-à-dire à une fonction &(D), ne correspond pas une fonction a(x) unique. 
Lorsque x(æx) est donnée directement, tout point de discontinuité x, de «(x) 
correspond à la concentration d’une masse &«(æ,+ 0) — «a(x, — 0) au point æ,. 
Stieltjès imagine que cette concentration est faite en deux points géométri- 
quement confondus en x,; le premier, portant la masse 4(7,;) —atæx,—o), 
appartient à (a, z,); le second, de masse x(æ, + 0} — x(2,) appartient à (x,.b). 

Cela revient à considérer les symboles æ + 0, z — o comme des nombres au 
même titre que les symboles æ, tous ces symboles étant susceptibles d'être 
classés par ordre de grandeur, à considérer comme un intervalle les ensembles de 
nombres a£x=f@, &« et 8 étant deux nombres différents, x << 3. et à prendre 
pour ®(D) une fonction de tels intervalles, Les intervalles seraient alors 
de neuf catégories différentes suivant que leur origine et leur extrémité seraient 
des symboles æ — 0, x ou r +o: il y aurait trois espèces d’intervalles nuls, 


(T—0,r), (TZ, T+oi, (æ—0,x—o). 


Ces conventions dispenseratent des précautions que nous avons dù prendre dans 
la division d'un intervalle en plusieurs autres (p. 152}: dans une telle division 
devrait figurer une fois et une seule tout intervalle nul des formes 


(+ —0,æ) et (Tr, z—+o). 
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seraient toutes deux constantes, la dérivée serait indéterminée ; 
quelle que soit 2(x), on pourrait la dire égale à f(x). 

C’est encore par le procédé des chaînes d’intervalles que nous 
allons étudier ce problème; mais il nous faudra opérer avec pré- 
cautions, tout d’abord parce que F{zx) n’est pas continue. Faisons 
tendre, en effet, À vers zéro par valeurs positives dans la formule 
de définition. de la dérivée, nous voyons que F(x + 0) existe et 
que l’on a : 

F(xc-t o)—F(x , 

A ee) 

Cette formule et la formule analogue pour + — o nous font con- 
naître les points de discontinuité et les sauts de F(x). 

À cause de cette discontinuité si a, æ,, 2», ..., sont les points 
de division de la chaîne, nous utiliserons la formule 


F(è)—F(a)=[F(r—0o)—F(a)]+... 
+ SIP — 0) — F(i— 0)] =... [F(6) —F(b— 0)]: 


dans cette formule, la somme ÏX doit être étendue à tous les 
indices £ des points de la chaîne, finis ou transfinis, et elle doit 
être calculée en tenant compte de l’ordre de succession de ces 
indices. Pour démontrer que, dans ces conditions, la formule est 
exacte, 1l suffit de prouver que l’on a, pour tout indice I 


F(x—0)— F(a)=[F(a—0)—F(a)] 
i<TI 


> LF(æiei—0)—EF(zi—o)]. 


Cette formule est évidemment vraie pour +1 si elle est vraie 
pour Î; d’autre part, elle est vraie pour un indice [, nombre trans- 
fini de seconde espèce si elle est vraie pour LE, 1, car pour I, 
tendant vers Î en croissant F(x, — 0) tend vers F(2, — 0). En 
d’autres termes, que Î soit de première ou de seconde espèce, la 
formule est vraie pour Î parce qu'elle est vraie pour les indices 
plus petits; la formule est générale. 

Nous prendrons les intervalles de la chaîne de manière que l’on 


ait 
F(arisi—0)— F(ai— 0) 
X(Li+ —0) — a(Tz;—0o) 


VE) <E, 
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et de manière analogue pour (a, x;). Alors 


Fri —o)—F(x;—o) 


= f(ari)latæis—o)— ax; —o)|+ 8e! a(riyi — 0) — (x; — o)|, 
ÿ; étant compris entre — 1 et + 1 ; ceci s'écrit encore 


F(x;+1—o) rs F(x;— 0) 


= (ri) Mat (ai & <'dis1] + BEN (ais — 0) — V(xi—o)],. 


V(æ) désignant comme toujours la variation totale de «(x) de a 
à æ. D'où 
J(b—o)—f(a)=f(a)[a(ri—0)—x(a)] 
+ E fai) [a(riss— 0) — a(x; — o)]+ 6:V. 


De cette formule et de celle analogue relative à (a, x), on dédui- 
rait facilement que, toutes les fois que f(x) a une intégrale de 
Stieltjès-Riemann, F(x) est l'intégrale indéfinie de f(x) prise par 
rapport à æ(x). Contentons-nous d’en déduire que si f(x) est 
identique à zéro, F(x) est une constante, d’où il résulte que la 
fonction primitive, par rapport à une fonction donnée à 
variation bornée a(x), d’une fonction donnée f(x) est déter- 
minée à une constante additive près, puisque la différence de 
deux fonctions primitives de f(x) a, par rapport à x(x), une 
dérivée identiquement nulle. 


Reprenons la formule que nous venons de trouver 


F(b—o)—F(a) — lim À F(&i) Mao(x)| LS € Xi: }, 
E>0 


i=0 


formule dans laquelle, pour simplifier, nous avons fait rentrer 
sous le signe 2 la contribution de (a, z) malgré sa forme spéciale. 
Et précisons, comme pages 176 el suivantes, le choix des inter- 
valles de la chaîne. Supposons pour cela f(x) sommable par rap- 
port à æ(x) et soit E, l'ensemble E[/e< f(x) << ({+1)e]; enfer- 
mons E, dans un ensemble A, d’intervalles non empiétants dont la 
mesure, par rapport à V(x), ne surpasse celle de E, que de e, au 
plus; les nombres e, étant choisis tels que les séries Xe, et Z|/}\e, 
soient convergentes et de sommes n et E très petites. 
Assujettissons l’intervalle (x;, #;.,) dont l'origine x; appartient 
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à E; à être enfermé dans A, et tel que 


F(tis1—0)—F(x;—o) 
«(tin — = aæ(zi— 0) 


—u<e: 


notre formule deviendra 


F(b—o)—F(a)= lim > Le mal ri x < zu]. 
EE 


Montrons que la série qui y figure est absolument convergente; 
soit À, la mesure, par rapport à «(x), de ceux des intervalles de la 
chaîne dont les origines sont points de E,, soit A, la mesure de ces 
mêmes intervalles par rapport à V(x). En groupant les valeurs abso- 
lues des termes de la série, on voit que leur somme est au plus 


| l leA}< 2 | Î Le mv(x | À:] = È| l! e[mvi (Er) +- £4 |, 


laq uclle quantité est au plus égale à 
b 
IRTMOIERLAO)ESE: 


La série étant absolument convergente, on en peut grouper les 


termes el écrire 
F(&—0) CL F(a) = lim Ze A4. 
E>U 


Montrons que, lorsqu'on fait tendre n et £ vers zéro, on peut 
remplacer sous le signe 2 chaque A; par sa limite m,,,,(E;). La 
série du second membre ayant ses termes qui varient moins que 
ceux de la dérivée X]Z|eA,,il suffit de justifier le passage à la 
limite pour cette série. Or, on a 

My (Er) — r SAS mvir (AL) Mvtr (Es) -F 6e, 
d'où 
EP|lle[mvn(Es) —n]£SE] ZleAZS ET | e[mva(Es) + 61}, 
l’indice p indiquant que la première sommation ne doit être 
étendue qu'aux termes positifs. 

Pour n tendant vers zéro, le premier membre tend en croissant 
vers Ÿ|/|em,,,,(E:); le dernier membre est Z|£|em,, (E,) et; 
donc la limite de X|/leÂ,, pour n et Ë tendant vers zéro, est 
Zl{fem,.(Er). En d’autres termes, on peut passer à Ja limite 
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sous le signe Z; on a donc 
b—0ù 


F(b— 0) — F(a) = lim © le Max) (CE!) = [ f{æ) d[a(x)]. 


“ 


Mais nous avons vu que l’on a 


F(B)—F(6—0) 
a(b)— (8 — 0)  /() 
d'où 


b 
F(b)<F(a)= f Je) d[a(r)] 


On aurait pu raisonner de même sur (a, æ), done {a fonction 
primitive, par rapport à a(x), d’une fonction f(x) sommable, 
Par rapport à &(.r), est la fonction d’une variable intégrale 
indéfinie de f(x) par r'ap'ort à a(x). 

Nous venons de reprendre les raisonnements du Chapitre 1X, 
mais en nous plaçant dans des conditions particulièrement simples. 
Pour suivre plus exactement les raisonnements de ce Chapitre, il 
faudrait introduire la notion de nombres dérivés par rapport à 
une fonction æ{x). Le lecteur verra facilement que tous les résul- 
tats du Chapitre IX s’étendraient alors à l'intégration et à la déri- 
vation par rapport à «(x), et très souvent littéralement. Bornons- 
nous à vérifier cet énoncé en relation avec celui qui précède : La 
fonction d’unevariable intégrale indéfinie d'une fonction f(x), 
Par rapportà une fonction à variation bornée a(x), admet f(x) 
Pour dérivée par rapport à a(x), sauf tout au plus en un 
ensemble de points de mesure nulle, par rapport à V(x). 

On a, par définition même, 


Ra Vix) 
F(æ) = f JC) dla(e)]= [ Le(o)J'A(E) dr. 


La 


Sauf peut-être pour un ensemble E, de valeurs: de +, dont la 
mesure est nulle, la fonction 


f JTæ(e)L'A(e) de 


admet f[æ(v)].'A(v) pour dérivée et A(v) admet 'A(e) pour 


dérivée. 
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En d’autres termes, 





Ff[z(s + ñvr]—FT:(e)] " a[r(ts--0s)]—a[ær(v)] 
ôv ôv 
tendent, pour de tendant vers zéro, vers les deux limites indiquées. 
Et comme ’A(s} est différent de zéro, de cec1 résulte que 


a[æ(e + 5v)]— a[r(r)] 


tend vers f[r("}|. Nous ne pouvons cependant pas conclure immé- 
diatement parce que la fonction x(v) ne prend pas toutes les 
valeurs de (4, b) et que 6 et “+de peuvent donner la même 
valeur de r; nous pouvons dire seulement que presque en tout 
point æ—æ(v), donné par une valeur de v n’appartenant pas É. et 
pour laquelle &(x) est continue, F(x) admet f(x) pour dérivée 
par rapport à æ(æ}). Les points qui ne sont pas donnés par une 
valeur de + grâce à la formule x — x(v) appartiennent à un inter- 
valle dans lequel x(x) est constante; l’ensemble de ces intervalles 
donne un ensemble fini ou dénombrable de points V(x); donc 
est de mesure nulle par rapport à V(x}, et d’ailleurs, dans ces 
intervalles, la dérivée de F(x) est indéterminée. D'autre part, 
si æ est point de discontinuité de x(x), en ce point F(z) admet 
bien f(x) pour dérivée, d’après le calcul que nous avons fait des 
sauts de F(x). Donc le théorème est entièrement démontré. 

Essayons maintenant de résoudre le problème des fonctions pri- 
mitives, sans assujettir la fonction f(x), jusqu'ici supposée som- 
mable par rapport à & (x), à aucune condition restrictive. Nous 
supposons donc donnée la dérivée, partout finie, f(x), d’une 
fonction inconnue F(x}, cette dérivée étant prise par rapport à 
une fonction à variation bornée donnée 2(x). 

Il est clair que, pour la détermination de F(x), l'intégration par 
rapport à æ(x) sera insuffisante et qu'il faudra nous adresser à une 
généralisation de la totalisation, puisqu'il faut recourir à l’opéra- 
tion de totalisation lorsque x(.x ) se réduit à la fonction :r. Or une 
telle généralisation s’est présentée à nous (p. 261); quand nous 
avons décidé de prendre pour définition de l'intégrale de Suieltjès 
la formule 


b v 
f f(x) d{a(x)] = f fLr(e)]'ACe) de, 
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nous n'avons considéré que le cas où la théorie des fonctions som- 
mables donnait un sens au second membre et nous n'avons pas 
fait appel à la théorie de la totalisation. Convenons maintenant 
d'appeler totale définie de f(x) par rapport à a«(x), l'expres- 
sion 


Té f(x) dfa(e)]= Ti flv) l'A (Ce) dr, 


dans le second membre de laquelle le symbole TŸ désigne la totale 
définie, au sens de M. Denjoy, de la fonction f[x(v)]."A(r) sup- 
posée totalisable (1). 

Ce nouveau mode de totalisation définit en même temps /a 
totale indéfinte de f(x) par rapport à «(x). Ces deux totales 
sont obtenues comme précédemment par l'emploi répété par 
récurrence transfinie d'opérations analogues aux opérations À et B 
de la page 227 : 

À,. On suppose connues des totales indéfinies Vi(x) de f(x) 


dans des intervalles (ax, bx) tendant vers (4, m) 
ÉCRAN RTS À 
La fonction F(x), égale à Fix) dans (a, b,), égale à 
File) Patara) Tres 0) = Fertars) EE (e) 
dans(ar,ar_.,),et définie d’une manière analogue dans (bx_1,0x), 
est prise pour totale indéfinie de f(x) dans ({+0,m—o). On 


achève la détermination de la totale indéfinie dans ({, m) en 
convenant que F(x) a, en l, un saut à droite égal à 


JUJTa(l+o)—a(t)] 
et, en m, un saut à gauche égal à 


fim)[a(m)—a(m—o)]. 


() En cvitant d'employer le mot intégrale à la place de tutale et le syimbote f 


à la place de symbole #, je suis l'exemple de M. Denjoyÿ qui a toujours soigneu- 
sement distingué l’intégration et la totalisation dans le vocabulaire et dans les 
formules. 

D’autres Anteurs ont, au contraire, utilisé pour tous les cas le mot intégrale et 


le symbole f - 


Les deux façons de faire ont des avantages et des inconvénients. 
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B,. On a un ensemble fermé E contenu à l’intérieur d’ux 
intervalle (l, m); on suppose connues des totales de f (x) pour 
les divers intervalles (x, B) contigus à E et contenus dans (l, m); 
si la série Z[F(B —o)—F(x+o)] fournie par ces totales est 
convergente et, si f(x) est sommable sur E par rapport à a(x), 
on prend 

JA) dla] + SF — 0) —F(a + 0)] 


comme totale indéfinie de f(x) dans ([+ 0, m—o). 

Pour que f(x) soit totalisable par rapport à &(x) 1l faut : 1° que 
l'opération À, donne une fonction pour laquelle F(l+-0) et 
F(m—o) existent ; 2° que quel que soit l’ensemble fermé &, ul 
existe un intervalle (l, m) contenant des points de & à son 
intérieur et dans lequel sont vérifiées les conditions nécessaires 
à l'opération B,. 


De la définition il résulte aussi que : une fonction K'(x) est une 
totale indéfinie par rapport à a«(x) st, et seulement st: 


5° Elle n'admet que des points de discontinutité de première 
espèce; 

2° Quel. que soit un ensemble E fermé, la fonction G(x) 
égale à V(x)surE, linéaire dans les intervalles contigusàaE 
et admettant en chaque point de E les mêmes sauts que F(x) 
est absolument continue, dans un intervalle contenant des 
points de E à son intérieur, par rapport à la fonction déduite 
de a(x), comme G(x) est déduite de F(x). 


Enfin, des relations entre une intégrale indélinie par rapport 
à æ(r) et la fonction intégrée f(x), 1l résulte que la totale indé- 
finie, prise par rapport à «(x), d'une fonction f (x) admet f(x) 
pour dérivée approximative par rapport à a(x), sauf aux 
points d'un ensemble de mesure nulle par rapport à la varia- 
tion totale V(x) de a(x). 

Par dérivée approximative de F(x) par rapport à &(x), en un 
point #,, nous entendons la limite du rapport 


F(xo+ h)—F(xo) 
a(To+ L)— a(Xo) 
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prise pour des nombres Zo—+ h formant un ensemble E de den- 
sité un, par rapport à V(x), au point x,. Ge qui revient à dire 
que, si V on fait tendre x et y vers zo, & <Ta< y, et si E,, désigne 


mvin( E2y | 


V(y +o)—V{(r— =; tend 


la partie de E située dans æy, le rapport 


vers un. 

Bornons la théorie de la totalisation par rapport à une fonction 
à ces affirmations, que le lecteur justifiera de suite, et revenons à 
la recherche des fonctions primitives. 

Nous nous proposons donc de former une fonction F(x) con- 
naissant la valeur finie f(x) de sa dérivée prise par rapport à une 
fonction donnée 4(x), à variation bornée. Reprenons ce que nous 
avons déjà fait (p. 286). 

À toute valeur », de v telle que l’on ait v, — V(xs) pour une ou 
plusieurs valeurs +,, associons le nombre PV) = F(xo); cette 
convention ne prête à aucune ambiguïté car, s’il y a plusieurs 
valeurs x correspondant à 6, c'est qu'elles donnent toutes la 
même valeur à V(x,) donc à æ(x9) et par suite à F(xs). En effet, 
si F(æ) n'était pas constante dans un intervalle où æ(æ) est cons- 
tante, F(x) n'aurait pas une dérivée finie, par rapport à «(x), en 
tous es points de cet intervalle. 

À une valeur +, telle que l’on ait : 
soit 

Vt—o)<e5< V(x), 
soit 
V(Zo) < 00 V(20+ 0), 


posons respectivement : 


soit 
F(æo)— F(a— 
F (60) = F(æy— 0) + eo, HV te 
soit 


2 PT EU , F(toto)—F(xs) 
F(60) = F(x) Var V(æo)]. 

I est clair que la fonction # (+), définie dans l'intervalle (o, V), 
y est continue. Laissons de côté l’infinité dénombrable D des 
points # donnés par les intervalles dans lesquels &(x) est constante 
et par les formules 


p =" V(xo), pb = V(x;—o), pb — V(z— 0), 
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dans lesquelles on ne donnera à x, que des valeurs de disconti- 
nuilé de æ(x). 

Etudions ce que donne la dérivation de # (v) en un point n’ap- 
partenant pas à D. Dans un intervalle V(2z,—0) << v << V(xo +0) 
la fonction (x) est formée par deux fonctions linéaires de 
pentes 
F(xo) — F(ro—0) __ Fo) —F(xo—o) &(xo) — x(&o—0) _, ; 
Vo) — V(xo — o) ou a(xy) — œ( Li -—— 0) V(xo) — V(xo— 0) = fo) A), 
Fxroi 0) — Fro) _ F(xo — 0) — F(xo) &(xo+ 0) — (70) PT 
V(æo -+- 0) — Vars) En œ(ln = 0) — &(Zo) V(xzo+ 0) — V (To) = f(æo). AE 





dans V(xo, —o)<r< V(xs) et V(z)<e< V(xo +o). 
Sauf en »— V(x,) la dérivée de # (v) existe et peut se noter 
flz(v)}'A(+v), en utilisant la fonction z(v) de la page 250. 

Tout point », n’appartenant pas à D et non situé dans les divers 
intervalles [ V(xs—o), V(xs+o)] correspond à une valeur 
unique 7, par la formule 6, — V(xr,), et #4 n’est pas une valeur 
de discontinuité de &{x). Si l’on considère une valeur ?, tendant 
vers lo, le nombre z, = æ(v,) tend alors vers æ(v)=xa. Le 
nombre F(x,)=F{x(r,)] est égal à F(v,) si ce nombre F(v,) 
résulte de la première partie de la définition de #(v). Dans ce 


Cas On à 
F(91)—F(v0) _ FC) — Fr) am) aise), 


Vi — Vo &(Æ,) — à(Zo) Ui—Vo 


et quand v, tend vers zéro le premier rapport tend vers f'(x,), le 
second reste compris entre —1 et +1 et tend presque partout 
vers /A(r). 

Si la valeur de F (01) résulte de la seconde partie de la défini- 
tion de #(v) c’est que x(s,) est l’abscisse d’un point singulier 
de æ(.) et que #, est compris dans | V{z(v) — 0], Viz(v:)+ol] £ 
Supposons, par exemple, que l’on ait 


VEz(e)] << V{z(e) +o]; 


“ , — . ice F ns F 
Dans cet intervalle ‘# (o) est linéaire et le rapport C1)? (0) est 
1 Vo 


compris entre 


F\ V{z(vi)]i —#(v0) F\ Viz(vi) +ol]--e — F(w) 
Vlr) Ylzt)rolrizn 
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ou tout au moins diffère aussi peu que l’on veut de ce second 
membre, e désignant un nombre très petit positif choisi de manière 
que pour V|z(v, +o)<+e], la valeur de # résulte de la première 
partie de la définition de  (v). 

Or ces deux derniers rapports rentrent dans la catégorie de 
ceux étudiés au début, donc les plus grande et plus petite limites 
de ces rapports sont toujours comprises entre + f{z,) et — f(ro) 
et 1ls tendent presque partout vers une limite déterminée 

F(to) "A (vo) = fl æ(vo) 'A(60). 
donc : 

La fonction (+) a, sauf peut-être aux points de l'ensemble 
dénombrable D, tous ses nombres dérivés finis, et par suite F (x) 
est une totale imdéfinie ; 

La fonction # (v) a presque partout une dérivée déterminée et 
finie égale à f[z(v)].'A(e), donc # (cv) est la totale indéfinie 


Fo) = const. + Téf[x(e)L'A(v); 
d'où il résulte que 
F(æx) = const. TF/(r) d[ax(x)],. 


Ainsi, la recherche d'une fonction K(r), dont on connait La 
dérivée finie f(x) prise par rapport à une fonction donnée a (x) 
à variation bornée, peut toujours être effectuée par la totali- 
sation indéfinie de f(x) par rapport à aix). 

Ce résultat généralise exactement celui de M. Denjoy relatif au 
cas a(r)= x; 1l serait très intéressant de reprendre pas à pas les 
raisonnements qui nous ont servis dans ce cas particulier et de les 
étendre au cas général. Le lecteur ne rencontrera aucune diffi- 
culté particulière dans cette étude; il pourra aussi montrer que la 
méthode développée aux pages 214 et suivantes, et qui permet la 
résolution du problème des fonctions primitives sans faire appel à 
une notion d'intégrale, s’applique encore à toute fonction &(x) à 
variation bornée. Il pourra examiner aussi le problème des fonc- 
tions primitives des nombres dérivés auquel la méthode de chan- 
gement de variable utilisée ici ne semble pas permettre de donner 
une solution. Nous n'examinerons pas celte généralisation du pro- 
blème des fonctions primitives. Mais il en est d’autres, bien plus 
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élémentaires et immédiats, qui restent sans solution; on va le 
voir. 

Le cas où æ(x) est à variation bornée est, d’après ce qui a été 
expliqué, le seul sans doute qui ait un intérêt physique. Mais au 
point de vue mathématique, il n’y a aucune raison pour ne consi- 
dérer la dérivation d’une fonction F(x) par rapport à une fonc- 
üon æ&(.r) que dans l'hypothèse où æ«{x) est à variation bornée. 

Or, si l’on abandonne cette hypothèse, à peu près aucune de 
nos conclusions ne subsiste. Montrons, par exemple, que si «(x) 
est à variation non bornée, il existe des fonctions continues f(x) 
qui n’ont pas d’intégrale de Stieltjès par rapport à æ(zx), c'est-à- 
dire pour lesquelles les sommes S — Ef(:;)[a(xi;1) — a(ri)] ne 
tendent vers aucune limite déterminée et finie, quand on fait 
varier le choix des >; et des ?; de façon que le maximum À de 
Liza — Zi tende vers zéro. 

En effet, (x) étant à variation non bornée, on peut (p. 53), 
trouver une suite ordonnée de points X; tels que la série 


Da 2(X;i:1) — a(X;)] 


soit divergente. Alors on peut trouver une suite de nombres p, 
tendant vers zéro et tels que la série 


Epila(Nisi) — a(Xi)] 


soit divergente et à termes positifs. 
Supposons, pour fixer les idées, que les points X; se succèdent 
dans l’ordre 
AS Xi Xe... db; 


b, étant la limite des X;. Prenons pour f(x) une fonction continue, 
nulle de a à X,, de b, à b et aux points X; et atteignant la valeur 
pi dans (X:, Aie, }. 

Je dis que, quel que soit le maximum À imposé à la longueur 
des intervalles de subdivision de (a, b), on peut choisir ces inter- 
valles et les points £; de façon que la somme $S correspondante 
surpasse toute limite assignéce. 

Soit À la valeur de l'indice & à partur de laquelle X;,,—X; 
reste inférieur à À. Divisons arbitrairement (a, X;) en intervalles 
de longueur À au plus et choisissons dans chacun d’eux un point; 
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faisons de même pour (b,,b). ll reste à diviser (X4, bi); prenons 
comme points de divisions les points Xx us Xxgxos Xkz; l étant 
un entier quelconque. Dans (X4, Xz,,), (Xxr:, Xpyo), 
(Xx+ 2-1, Xx4z) nous prenons des points £ en lesquels f(x) a 
respectivement les valeurs p4, pxz:, ... 0x3. Dans (Xx:7, b:) 
nous prenons E en X4,7441. Alors on a 


&+1l1—: 


S = 5 + Y pi [a(Xs+1)—a(X;)], 
k 


s étant la contribution des intervalles (a, X4), (b,, b), laquelle ne 
dépend pas du choix de £. Or, pour / assez grand, le second terme 
du second membre surpasse toute limite; donc S est aussi grand 
qu'on le veut. La définition de Stieltjès ne s'applique donc pas à 
J(æ)eta(zx). 

Ainsi nous ne savons plus attacher à chaque fonction con- 
tinue f(x) une intégrale par rapport à a(x), quand «(x) est 
à varialion non bornée. 

Le problème des fonctions primitives ne se posera d’ailleurs 
plus pour toutes les fonctions continues f(x). 


RE ; : 
Prenons a(x)— æsin=; la fonction «(x) est croissante dans les 


intervalles 


ï I 
PES | 1 -——— |, 


(2k+ s)r (244 JL 
2 2 2 


décroissantes dans les intervalles 


Ë L 
DE À = 4 ——— |. 


(24 s)r (2k+ =) 
2 2 
Prenons f(x) continue dans (0, 1}, nulle dans les n4, positive 
dans les p;; cela sera possible même si l’on exige que l’inté- 


grale f ft) d[x(x)] ait une valeur 7; pourvu que 74 tende vers 
pk 


zéro plus rapidement que l’accroissement de æ(x) dans Px- 


Prenons 


I 
TE — D 4) 


(24+ ; }" Logk 
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Il est alors clair que, dans (£#, 1), si petit que soit & positif 
f(x) est la dérivée par rapport à «(x) de la fonction 


[fo dta(æ)] 


Mais cette intégrale augmente indéfiniment quand e tend vers zéro, 
parce que la série des x; est divergente; dans (0,1), la foncuon 
continue f(x) n’est donc pas la dérivée par rapport à «(x) d’une 
foncuon F(x). 

Ainsi, quand nous ne supposons plus que a(x) est à varia- 
tion bornée, le problème des fonctions primitives apparaît tout 
différent de celui que nous avons résolu. 

Voici pourtant une catégorie de fonctions «(x) à laquelle les 
considérations précédentes s'étendent de suite. 

La fonction x(zx) satisfait aux deux conditions suivantes : 

1° x(x) n'a que des points de discontinuité de première 
espèce ; 

2° E étant un ensemble fermé quelconque, il existe un inter- 
valle i contenant des points de E à son intérieur et dans lequel 
est à variation bornée la fonction 8(x)égale.à a(x) aux points 
de E, linéaire dans les intervalles ({, m) contigus à E et telle 


que a(l}= B(L), a(m)=8(m). 


Prenons pour E l’intervalle (a, b) lui-même; f(x) est iden- 
tique à z(x) dans £; dans { nous connaissons la dérivée f(x) 
de F(x), par rapport à la fonction à variation bornée a(x); donc 
f(æ)y est totalisable, par rapport à (x). Dans r existe, par suite, 
un intervalle 7 dans lequel f(x) est sommable, par rapport à (x); 
l'intégrale de Sueltjès de f(x) fournissant F(x). 

On connait ainsi F(x) dans des intervalles qui couvrent linté- 
rieur des intervalles contigus à un certain ensemble fermé. De là 
on déduit (x), d’abord dans les intervalles contigus considérés 
comme ensembles ouverts ; puis, comme on connaît les sauts 
de F(æ) en tout point, dans les intervalles contigus fermés. 

Supposons que, par cette opération ou toute autre, nous ayons 
déterminé F(æx) dans les intervalles fermés contigus à un ensemble 
fermé E. Soit G(zx) la fonction déduite de F(xz) comme f(x) est 
déduite de (7). 
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Si (1, m) est un intervalle contigu à E, G(x) y est linéaire et y 
admet, par rapport à f(x), une dérivée connue 


G(m)—G(1) _ F(m)—F() 
3(m)— 81) œ(m)— a(f) 


Aux points de EonaF—G, x—f, d’où il résulte facilement 
que G admet en ces points f(x) pour dérivée par rapport à 6(x). 

Ceci n’est toutefois vrai que pour la dérivée à gauche aux 
points 4, à droite aux points mn; la dérivée à droite, en /, à gauche 
en m, a été calculée plus haut. 

Ainsi, dans £, nous connaissons la dérivée de G(x) par rapport 
à la fonction à variation bornée B(x). Cette dérivée est finie et 
déterminée, exception faite des points d’un ensemble dénom- 
brable D, en lesquels il existe une dérivée à droite et une dérivée 
à gauche finies et connues. 

Les conditions dans lesquelles nous nous trouvons placés sont 
donc un peu plus générales que celles examinées précédemment, 
mais rien d’essentiel ne sera changé. Quand la dérivée f(x) existe 
partout, nous en déduisons que la fonction €j(v) provenant 
de G(x) a un nombre dérivé supérieur à droite fini, sauf peut- 
être aux points d’un ensemble dénombrable D. Il nous faut main- 
tenant dire, sauf aux points de D + D,, D, étant le transformé 
de D,. Si tous les points de D; sont des points de continuité 
de «(x), D, est dénombrable et rien n’est changé à nos conclu- 
sions antérieures; nous n’aurions même pas besoin de savoir 
qu'aux points de D, les nombres dérivés de G(x) sont finis. Si æ 
est un point de discontinuité de f(x) appartenant à D,, à ce point 
correspond, dans D,, les deux intervalles (1) [V(æo — 0), V(xo)l, 
[V(Zo), V(to + 0)]; mais grâce aux dérivées à droite et à gauche 
en Æos fa(æo)s fa(Lo), qui sont connues, on connaît Œ(#) dans 
ces deux intervalles, et l’on sait que G(v) y a en tout point une 
dérivée à droite finie et connue. Ainsi rien d’essentiel n’est changé; 
G(s) a en tout point, sauf au plus un ensemble dénombrable de 
points, un nombre dérivé supérieur à droite fini, C(v) est une 





(!) V(æ) désigne ici la variation totale de $(æz) et non de a(z); pour la 
fonction particulière B(æz) du texte et l’ensemble spécial D,, lun des deux 
intervalles considérés n'existe pas. 8(zxz) est, en eflet, continue à droite en /, à 
gauche en m. 
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totale indéfinie dans £. Toutefois, pour calculer G(x), il convien- 
drait de modifier légèrement la méthode de calcul des intégrales 


de Stieltjès f e(z)d[8(x)]; car o(x) représente maintenant la 


dérivée connue de G par rapport à B(x), laquelle est multiforme 
au point de discontinuité x,, si en ce point G a une dérivée à 
droite fa(æo) et une dérivée à gauche f,(xo). Alors x pourra 
intervenir dans un ensemble E[/e<o << ({ + 1)e], soit à cause seu- 
lement de la valeur f(x,), soit seulement de f,(z,), ou des deux; 
suivant ces cas, x, interviendra dans mg, E[le<o<T({+1)e]} 


pour 


B(zo+o)— (ro), B(xo) — B(ro— 0), 3(&o-+0)-- 3(zo—0) (1). 


Par de telles modifications élémentaires, nous arriverons donc à 
trouver une fonction F(x) connaissant en tout point la valeur 
finie fa(x) de sa dérivée à droite par rapport à une fonction à 
variation bornée a(x), et connaissant, aux points de disconti- 
nuité de «(x), la valeur finie f.(x) de sa dérivée à gauche (?). 

Mais ces modifications sont inutiles ici car les points de D, sont 
des origines / ou des extrémités m d’intervalles contigus à E; 
B(x) est continue à droite en l, à gauche en m, de sorte qu'il 
suffit de prendre ® — f aux points de D, sans tenir compte des 
valeurs fa({) et f.(m). 

Par suite, dans £, on peut trouver un intervalle 7 contenant à 
son intérieur des points de E et dans lequel ® est sommable par 
rapport à B(x). L'intégrale de y; dans }, est la somme des contri- 
butions des intervalles (/, m), laquelle est connue, et de la contri- 








(*) Ceci revient à ne considérer, dans l'évaluation de la grandeur phy- 
sique Mr) { El 2e € ? <{(l+5}e;j}, que l’un ou l’autre ou les deux points maté- 
riels que Stieltjès imagine situés au point æ, (p. 297). 

D'une façon plus abstraite, on peut dire qu'on remplace la notion d'ensemble 
de points par celle d'ensemble d'intervalles nuls. Mais il ÿ a trois espèces d’in- 
tervalles nuls et il faut tenir compte dans l'évaluation de la mesure d’un 
easemble de la nature des intervalles nuls qui le constituent. 

(©) Les considérations précédentes prouvent nettement qu’une fonction n’est 
pas définie par la connaissance d’un ou plusieurs de ses nombres dérivés à 
droite, par rapport à une fonction a(x}), qu'il faut avoir de plus des rensei- 
gnements sur l'allure de la fonction cherchée aux voisinages gauches des points 
de discontinuité de «{x). 
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bution de la partie E; de E située dans 7. Donc, on a 


Eu) = f Ca) di BCE) + Ÿ LG) — CDI 
E; : 
Ceci pourrait se remplacer par 


Am) = f fe) dfa(æ)} + D TF (0) — F (4) 
E; j 


les extrémités de 7 étant supposées prises sur E, mais seulement 
si, dans le calcul de l'intégrale par rapport à æ«(x), on ne fait 
compter les points / que pour leur mesure à gauche, et les points nt 
pour leur mesure à droite. 

Sous l’une ou l’autre forme, on voit qu’il y a là la possibilité de 
déterminer F dans des intervalles contenant des points de E; ceci 
suffit pour qu’on soit certain de pouvoir obtenir F dans tout (4, b) 
par récurrence transfinie; Fest, par suite, déterminée à une cons- 
tante additive près. 

La nouvelle catégorie de fonctions «(x) est très vaste, pourtant 
nous ne savons pas toujours trouver la fônction F(x) continue 
admettant par rapport à une fonction continue àa(x) donnée 
une dérivée continue donnée f(x). Il suffit de prendre a(x) con- 
unue et à variation non bornée dans tout intervalle et de prendre 
f(x)=1 pour nous trouver dans ce cas. Sans doute, dans cet 
exemple, nous connaissons l’une des fonctions primitives de f(x), 
savoir la fonction (x) elle-même; mais nous ignorons s’il existe 
ou non des fonctions primitives qui ne soient pas de la forme 


a(æ)-+ const.; 


nous n'avons, en effet, donné ici aucune méthode, ni pour 
trouver les fonctions primitives de f(x) =1, ni pour délimiter 
l'étendue de leur indétermination. 
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SUR LES NOMBRES TRANSFINIS. 


I. — Les ensembles dérivés. 


Nous avons du résoudre, à la fin du Chapitre I, la question suivante : 

Une fonction continue est connue à'une constante additive près, variant 
d'un intervalle à l’autre, dans tout intervalle ne contenant aucun des points 
d'ün ensemble E; quelle doit être la nature de l'ensemble E pour que la 
fonction snit complètement déterminée (1)? 

Ce problème a été: résolu par M. G. Cantor, qui l’utilisa dans la théorie 
des séries trigonométriques, Nous allons étudier les propriétés des ensem- 
bles qui ont été employées au Chapitre I pour la résolution de cette 
question. 

Considérons un ensemble borné E de points (2). L'ensemble de ses points 
limites est son premier dérivé, il se note E’ ou Et. Le dérivé de Et est le 
second dérivé, il se note E?; et ainsi de suite. 


Î. Pour tout ensemble in fini (c'est-à-dire comprenant une infinité de 
points) Et existe, c’est le principe de Balzano-Weierstrass. Pour le démon- 
trer, rangeons en une classe A tous les nombres qui ne sont supérieurs qu’à 
un nombre fini de nombres de E et dans la classe B les autres nombres. 
La coupure À, B définit un nombre qui est évidemment un point limite 
de E et même le plus petit de ses points limites. 

E1 est évidemment fermé, c'est-à-dire contient ses points limites, donc 
il contient son dérivé E?; E? est fermé, il contient ES; et ainsi de suite. 

Ges ensembles Et, E?, E3, ... peuvent exister. Un premier cas où leur 
existence est évidente est celui ou E! est parfait, car alors Et, Et, Es, ... 
sont tous identiques. Dans ce cas, la définition de E?, E3, ... ne présente 
pas d'intérêt, nous conviendrons de ne jamais parler de dérivé pour un 





(!) On peut toujours supposer que l’ensemble E qui figure dans cet énoncé est 
fermé; il suffirait donc d'étudier seulement les ensembles fermés, mais il ne résul- 
terait de cette limitation aucune simplification notable. 

(°) Ii s'agit de points en ligne droite, donc de nombres; il n’y aurait que peu 
de changements s’il s'agissait d’ensembles de points dans un espace à plusieurs 
dimensions; d’ailleurs l'emploi des courbes telles que la courbe de Peano permet 
de se borner à l’étude du cas de la droite. 
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ensemble parfait. Mais ces ensembles peuvent être tous distincts. Voici le 
procédé de construction que nous emploierons pour le voir : 


Soient des ensembles ei, £e, ... situés sur (0, 1). Divisons (o, x) en 
: . j 1 1! 1 1) = 
intervalles partiels { —, 1 }3 ( —; - }; { ——; — }, .... Kffectuons sur e; la 
2 27.2 2 2 
+ , - I . » 
transformation homothétique qui remplace (0, 1} par (2 =) ;e;devient C;. 
La somme de ces ensembles €; et du point o sera notée A(ei, @», ...). 
Si €, €+, ..., se réduisent au point o, 
Aj= le és) 
est un ensemble pour lequel Et se réduit au point 0. Sie,,e:, ... sont 


identiques à A, on obtient A; — A(A,,A,, ...) pour lequel E? se réduit au 
point o. Et ainsi de suite. 

Sie; = Ai, es — A), ..., pour A(A;, À:,...), les dérivés E!, E?, ... con- 
liennent tous des points. 


IT, Lorsque les dérivés Et, E?, ... contiennent tous «es points, il 
existe des points communs à tous ces dérivés. Soit, en effet, M; un point 
de E'; M; est aussi point de Eë1, Ki-2, ..,. Et. L'ensemble M;, M,, ...a 
au moins un point limite qui, étant limite des points M;, M;41, ... de Er, 
est point de Ef+1. Ce point appartient donc à tous les E{(1) 

L'ensemble des points dont l'existence est ainsi démontrée est appelé le 
dérivé Ev. 

Pour A4 = A(A,,A2,...), E® contient le seul point o. Pour 


A w-+1 = A(Aw, Aw: Aw, -. -) 


le dérivé de E® se réduirait au point o. Le dérivé dé Ew se note Kw+1, et 
plus généralement les dérivés successifs de Ew, se notent Ew+t, Em+?, ,., 
[l ne faut attacher aucune importance à la forme particulière des indices 
ici employés; il suffit d'imaginer qu’on emploie des symboles différents pour 
désigner les différents dérivés. 

Nous dirons de deux dérivés d'un même ensemble que l’un d’eux vient 
après l'autre s'il est contenu dans cet autre. A vec cette convention les mots 
avant et après peuvent être employés comme dans le langage ordinaire. 

Jusqu'ici nous avons utilisé cette définition : Lorsqu'un dérivé contient 
une infinité de points et n'est pas parfait, son dérivé est par définition 
de premier dérivé qui vient après lui. Une seconde définition est 
nécessaire; pour la formuler, remarquons d'abord que si E&, EP, ... sont 





(‘) Nous venons de prouver, en somme, qu'il y a toujours des points communs 
à la fois à tous les ensembles K,, E,, ..., lorsque ces ensembles sont fermés et 
que chacun d’eux contient tous ceux qui le suivent dans la suite E,, E,, ...…. 
L'ensemble de ces points est évidemment fermé. 
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des dérivés en nombre finiou dénombrable, s'ils contiennent tous des points 
et s'ils sont différents deux à deux il existe des points qui leur sont com- 
muns à tous, 

En effet, rangeons Et, EB, ... en une suiteS finie ou simplement infinie 
soit E1, E+. ... cette suite. Nous pourrons comparer deux ensembles 
E;= E), E}= Et à deux points de vue : soit en tant que dérivés, c'est-à-dire 
en considérant les indices supérieurs À, u, et nous emploierons alors les 
mots avant et après pour énoncer les résultats de cette comparaison; soit 
en tant que termes de la suite E;, E:, ..., c’est-à-dire en considérant les 
indices inférieurs £, 7, et nous emploierons alors les mots devant et der- 
rière. Barrons dans $.les termes qui sont à la fois avant E; et derrière E;; 
nous obtenons E,, Fo, F3, .... Dans cette suite, barrons les termes qui 
sont à la fois avant F, et derrière F,, etc. Nous obtenons finalement une 
suite E,, Fa, G3, ... pour laquelle il y a accord entre les mots avant et 
devant, entre les mots après et derrière; il en résulte que chacun des 
ensembles de cette suite Z contient tous ceux qui sont derrière lui et 
comme ces ensembles sont fermés il y a un ensemble fermé de points com- 
muns à tous les ensembles de ZX. Tout point de cet ensemble € est évi- 
demment commun à tous les ensembles de S et inversement puisque tout. 
ensemble de S fait partie de £ ou vient avant un ensemble de Z; pour la 
même raison € ne serait pas changé si nous remplacions la suite S par 
toute autre suite S’ formée de dérivés de E et telle que tout terme de l’une 
de ces suites appartienne à l'autre, ou soit avant un ensemble de cet autre. 

À cause de ces faits, et par analogie avec la définition de E®, nous énon- 
çons la proposition et la définition suivante : 


III. Lorsque des dérivés d’un ensemble, en nombre fini ou dénom- 
brable, contiennent tous des points, il existe des points communs à tous 
ces dérivés. L'ensemble de ces points, qui est évidemment fermé, est, 
par définition, le premier dérivé qui ne vient pas avant ceux donnés (1). 

Pour que cette définition soit acceptable il faut que, si dans la suite S il 
y avait un ensemble e venant après tous les autres, ce soit à celui-ci que 
nous conduise notre définition. Or, il en est bien ainsi, car e, venant après 
les autres, est contenu dans les autres, et il constitue donc bien l’ensemble 
des points communs à tous les ensembles de S. Dans le cas que nous exa- 
minons en ce moment, la suite Z est limitée et inversement ; e est le dernier 
terme de 2. Dans les autres cas, le dérivé défini est dit le premier dérivé 
venant après les dérivés donnés. 

Par définition même, avant chaque dérivé il y a au plus une infinité 
dénombrable de dérivés. 





(?) Le raisonnement qui nous a servi donne un résultat général qui s’énonce, 
à l’aide d’une notion définie dans le paragraphe suivant, sous la forme : Un ensemble 
bien ordonné dénombrable d’ensembles fermés, tels que chacun d'eux contienne 
tous ceux qui le suivent, étant donné; il y a des points communs à tous ces 
ensembles et ces points forment un ensemble fermé. 
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II. — Les ensembles bien ordonnés. Les nombres transfinis. 


Cantor dit qu'un ensemble d'éléments est ordonné s’il a été établi entre deux 
éléments quelconques de cet ensemble une relation qui peut s'exprimer avec 
les mots avant et après; ces mots étant soumis aux règles d'emploi usuelles. 
C'est-à-dire que si l’on dit & est avant B, cela entraînera : B est après «; 
que si l’on dit « est avant B qui est avant y, cela entrainera : & est avant y. 

Gantor dit qu'un ensemble E est bien ordonné, s’il est ordonné de telle 
manière que, dans cet ensemble E, et dans chaque ensemble partiel P qu’on 
peut déduire de E en supprimant des éléments, il y a un élément venant 
avant tous les autres. 

Si Pon convient qu'avant signifie plus petit que, tout ensemble de nom- 
bres réels est ordonné, mais il n’est pas toujours bien ordonné. L'ensemble 
des nombres compris éntre o et 1, l'ensemble des entiers positifs et négatifs 
ne sont pas bien ordonnés. Par contre, l’ensemble des nombres positifs, 
qui, dans le système décimal s’écrivent avec une suite non croissante de 
chiffres décimaux, c’est-à-dire l’ensemble des nombres 





a b c 
RH + — + + ..., 
10 I00 1600 
n entier, les chiffres a, b, c, ... vérifiant les inégalités g2a>b2e2..., 
est bien ordonné. 
L'ensemble des ensembles A, Az; ..., Aw, Aw+1 est bien ordonné 


quand on range les ensembles A dans l'ordre où nous les avons obtenus; 
il n'est qu'ordonné si on les range dans l’ordre inverse. 

L'ensemble € des dérivés d’un ensemble est bien ordonné; le mot 
avant ayant la signification indiquée, c’est-à-dire que le dérivé À, est avant 
le dérivé A3, si À, contient AÀ,. En effet, € est ordonné, il contient un élé- 
ment avant tous les autres, le dérivé E!. Soit P un ensemble partiel déduit 
de €, Soit & un dérivé situé dans P; avant il y a au plus une infinité 
dénombrable de dérivés, l'ensemble €; des dérivés situés avant tous 
ceux de P, contient donc au plus une infinité dénombrable d’éléments. 
Si E! est dans P, €; n'existe pas; dans ce cas P admet l'élément E! qui 
est avant tous les autres. Si Kt n’est pas dans P, €; existe et il existe un 
dérivé de P qui est le premier, venant après tous ceux de €,. Ce dérivé À 
appartient à P et il ne saurait y avoir dans P de dérivé venant avant 
celui-ci; À est donc un élément de P venant avant tous les autres. € est 
bien ordonné. 

Les ensembles de dérivés sont tels qu'avant chacun de leurs éléments il 
ÿ a au plus une infinité dénombrable d'éléments; nous ne nous occuperons 
que des ensembles bien ordonnés possédant cette propriété; nous réserve- 
rons le nom de suite pour ces ensembles (1). Les nombres transfinis que 


qq 


(‘} Nous réserverons le nom de suite simplement infinie pour les suites dont 
les éléments se notent à l’aide des entiers successifs. 
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nous allons définir sont ceux qui servent à noter l'ordre des éléments de ces 
suites. Considérons une de ces suites S; elle contient un élément venant 
avant tous les autres que nous appellerons le premier et que nous pourrons 
noter avec l'indice 1, u1. Puis, si S ne se réduit pas à w,, la suite S — ui, 
aura un premier élément qu'on appellera le deuxième élément de S et 
qu'on notera Us. Si S — Uy— ts existe, on en déduira l'existence d'un 
troisième élément de S, etc. 

La place dans la suite, des éléments ainsi rencontrés se caractérise donc 
à l’aide des adjectifs ordinaux habituels ou des entiers jouant le rôle de 
nombres ordinaux. 

Mais si la suite S n’est pas épuisée en même temps que la suite des 
entiers, il faudra utiliser de nouveaux symboles pour noter la place des 
éléments restants; nous conviendrons de noter uw, le premier élément 
de la suite S—uw,—u2..., de noter uw+1 le premier élément de 
S — u— Uo—....— uy. Ces nouveaux symboles sont appelés les nombres 
transfinis de la première classe numérique de nombres transfinis; nous 
dirons seulement les nombres transfinis. En somme, les nombres transfinis 
sont les indices différents que nous imaginions tout à l'heure utilisés pour 
distinguer les dérivés successifs, ils servent pour toutes les suites(1). Les 
éléments des suites seront donc notés 4, & étant un nombre fini ou trans- 
fini. Les nombres « forment eux-mêmes une suite, quand on convient de 
dire que « est avant $B, quand « sert à noter un élément qui vient avant 
celui noté à l’aide de 8. Par analogie avec le cas ou les nombres sont finis 
— et où par suite ces nombres ont à la fois une signification ordinale et car- 
dinale, — on dit aussi que «& est plus petit que $, et l’on écrit « < $, quand « 
est avant f. 

Pour constituer la suite des nombres transfinis, il suffirait de donner un 
procédé permettant de former le nombre qui vient immédiatement après un 
nombre fini ou dénombrable de nombres finis ou transfinis donnés. On 
pourrait convenir, par exemple, que le nombre suivant &, $, ... se notera 
(x, 8, ...). Avec cette convention, il y aurait plusieurs notations pour Le 
même nombre, mais peu importe. Il est bien clair aussi que l'écriture des 
symboles avec cette convention serait impossible puisqu'elle nécessiterait 
une iufinité de traits: laissons de côté cette question d'une numération 
pour les nombres transfinis, elle est accessoire pour nous; nous y revien- 
drons d'ailleurs plus loin. 


IV. L'ensemble des nombres transfinis n’est pas dénombrable. — En 
effet, s’il était dénombrable, il suffirait d'ajouter à la suite S, des nombres 
finis et transfinis un nouveau symbole, que l’on conviendrait de placer 


DER RER 


(*) Les nombres transfinis ainsi conçus sont les nombres transfinis ordinaux. 
Cantor considère aussi des nombres transfinis cardinaux qui lui servent à noter 
des puissances d'ensembles. 
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après tous ceux de S,, pour obtenir une suite S, dont la place du dernier 
élément ne pourrait être notée avec les symboles constituant S. Ainsi S, 
est non dénombrable; mais avant tout élément de $S, il n’y a qu’une 
infinité dénombrable de nombres, au plus. 

Ce fait est tout à fait analogue au suivant : la suite s, des nombres 
entiers est telle qu'avant tout élément de sQ il n’y a qu’un nombre fini de 
nombres; mais, comme l'addition d’un élément à toute suite finie donne 
une suite finie, la suite s, n’est pas finie. 

Au cours de ces considérations, nous avons admis à plusieurs reprises 
comme évident, que le numérotage des éléments d’une suite ordonnée à 
l'aide des symboles successifs de Sy, ne pouvait se faire que d'une façon. 
Par exemple, nous avons considéré comme clair que si l’on numérote les 
éléments de S, en tant que termes d’une suite avec les éléments de S, en 
tant que nombres, chaque élément est identique au nombre qui fixe son 
rang. On peut, sinon rendre ces faits plus clairs, du moins les présenter 
sous une forme à laquelle on est plus habitué, en disant : 

Faisons correspondre les éléments de deux suites S et T de manière que 
les deux premiers éléments de S et T se correspondent et que, si les pre- 
miers éléments en nombre fini ou dénombrable de S, soient s, s', ..., cor- 
respondent aux premiers éléments #, #’, ... de T, le premier élément 
de S après s, s’, ... corresponde au premier élément de T, après £, #', . 
si ces deux éléments existent. 


. 


Montrons que cette correspondance est bien déterminée. En effet, il y a 
des éléments de S pour lesquels la correspondance est déterminée; le pre- 
mier élément de S, par exemple. Considérons l’ensemble £ de tous Îles 
éléments de S pour lesquels la correspondance est déterminée ainsi que 
pour tous les éléments antérieurs. Alors, s'il restait encore des éléments 
dans S et dans T, la correspondance, d’après sa définition même, serait 
encore déterminée pour le premier élément de S après Z. Ceci serait en 
contradiction avec la définition de 2; donc la correspondance est entière- 
ment déterminée et épuise S ou T, ou les deux. Dans ce dernier cas, on 
dit que les suites sont semblables. 


Dans le cas où S est la suite S,; des nombres transfinis, il y aurait 
contradiction à supposer que la correspondance épuise S sans épuiser T : 
Toute suite est semblable à S; ou semblable à un segment de S,. (Par un 
segment d'une suite, on entend tous les éléments qui précèdent un élément 
donné). 

Toutes les suites non finies que nous rencontrerons, sauf S,, seront 
dénombrables; elles seront donc semblables à un segment de So. Or, 
un segment de S, est entièrement déterminé par le nombre qui le suit; à 
chaque suite dénombrable S nous pouvons attacher un nombre transfini « 
qui nous fait connaître les nombres finis et transfinis nécessaires au numé- 
rotage des éléments de $S. Ce nombre & nous donne ainsi un renseignement 
extrêmement important sur S, mais ne nous permet naturellement pas de 
distinguer entre $ et les suites semblables puisque, par définition, « est le 
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même pour toutes les suites semblables. Car if résulte immédiatement du 
fait que la correspondance entre les éléments successifs de deux suites est 
déterminée, que si S est semblable à T et T à U, S est semblable à U et 
que la correspondance établie directement entre les éléments de S et U 
est en accord avec celle qu'on pourrait établir par l'intermédiaire de T. 

Ce nombre « est dit le type d'ordre de la suite dénombrable S; il nous 
donne sur $ des renseignements exactement analogues à ceux que nous 
connaissons sur une suite finie quand nous savons qu’elle contient 10 élé- 
ments (1), C'est comme types d'ordre que G. Cantor a introduit les nombres 
transfinis (?). 

{1 y a lieu de faire, entre les divers nombres transfinis, une différence 
essentielle. Les uns, ceux qui sont dits de première espèce, suivent immé-— 
diatement un nombre transfini, c'est-à-dire qu'ils sont les types d'ordre 
de suites ayant un dernier terme, les autres sont dits de deuxième espèce. 
Si « est de première espèce, il y a un nombre transfini que l’on peut noter 
x —1; cette notation ne s'applique à aucun nombre, si &« est de seconde 
espèce. w est de seconde espèce, w +1 est de première espèce. 


JII. — Les ensembles de points. 


Nous venons de concevoir logiquement un ensemble $, de nombres finis et 
transfinis qui est dénombrable; mais il n’est pas certain que cet ensemble 
soit tout entier utile. Montrons donc, par des exemples, qu'un segment 
de S, ne peut suffire, ni pour numéroter tous les dérivés des ensembles de 
points, ni pour fouruir les types d'ordre de toutes les suites de points. Ces 
exemples ne seront pas effectivement construits; on montrera seulement 
qu'il y aurait absurdité à admettre qu'on sera arrêté au cours de la cons- 
truction de ces exemples. G. Cantor a fréquemment utilisé ce procédé de 
preuve. 


Supposons donc que nous ayions construit des ensembles À;, As, ..., 


Aw, Aw+i. -.., pour lesquels les dérivés se numérotent respectivement à 
l’aide des segments de S, dont le dernier terme est le nombre 1, le nom- 
bre 2, ..., le nombre w, le nombre w +1, .... Et ceci pour tous les 


nombres d'un certain segment % de Ss. Si « est le premier terme de la 
suite S, après 2, nous voulons construire un ensemble A, pour lequel le 
numérotage des dérivés exige tous les nombres de S, jusques et y compris &. 

Si a est de première espèce, c’est-à-dire si a —1 exisie, nous pren- 
drons A4 A[A5_;, Au-1, ...]; si x est de seconde espèce, c'est-à-dire 





(:) On remarquera que si nous appliquions la définition précédente du type 
d'ordre aux suites finies, ce serait le nombre :11 qui serait le type d'ordre d’une 
suite de 10 éléinents. 

(*) Ses principaux Mémoires à ce sujet se trouvent dans les Math. Ann., 
Bd 46 et Bd 49. Ces Mémoires ont été traduits par F. Marotte ( Sur les fondements 
de la théorie des ensembles transfinis, Hermann, 1899). 
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si « — 1 n'existe pas, rangeons tous les nombres de Z en suite simplement 
infinie, soit 1, Gr, GA, ... cette suite; nous prendrons 


As A(Aa; Aa Aus « sh 


On vérilie de suite que l’ensemble ainsi construit répond à la question : 

en effet, dans le premier cas le dérivé d'ordre &æ—1 se compose des 
RS . 

points = ; PA LS et du point o; dans le second, si «, est le plus grand 

des nombres a4;, 4, ...,@),il n’y a plus de points du dérivé d’ordre &, +1 


dans ( 
2} 


E n I , Ke) 
Er 1) et il y en a encore dans (on): x étant le premier 





nombre transfini qui vient après tous les nombres 4,-+1, le dérivé d'ordre « 
existera et se réduira au point o(1). 

Convenons que « avant » signifie. plus petit que et montrons que l’on 
peut obtenir une suite de points, situés sur (0, 1), qui soit de type ordinal 
donné. On connaît des suites finies et des suites simplement infinies, 
c'est-à-dire de type w. On pourra prendre comme exemple de ces dernières 
suites, la suite S,, constituée par les points dont les abscisses sont les 
sommes successives de la série 


Si l'on connaît une suite S, de type &, on prendra comme suite S,,, de 
type « +1 celle qui est obtenue en prenant, par rapport à o, l'homothétique, 


1 me ù 
dans le rapport 2 de la suite constituée par S, plus le point 1. 


Si l'on connaît des suites Sy, Sy, ..., de types d'ordre &1, &s, @3, ..., 
si la suite simplement infinie @;, &2, ... ne contient pas un terme plus 
grand que les autres et si + est le premier nombre transfini après a, @2, ..…., 
formons une suite S à l'aide de suites s4,, $a,, .... La suite S4, étant direc- 
tement semblable à S4, et contenue à l'intérieur du p°me intervalle déter- 
iminé dans (6, 1) par les points de Su. 

JL'est clair que cectte suite $S a un type d'ordre supérieur à &, &2, ...: 
donc, si l’on numérote les éléments successifs à l’aide des nombres de S,, 
on rencontrera un segment de 5, qui pourra êtreS lui-même, dont le numé- 
rotage exige tous Jes nombres inférieurs à &. C'est ce segment qui est la 
suite S4, de type d'ordre 4, que nous voulions obtenir. 

Ainsi la suite S, tout entière est indispensable pour l’une ou l'autre des 
utilisations dont nous avons parlé. Mais nous allons voir qu'un segment 
de S, suffit toujours pour le numérotage des éléments d’un ensemble bien 





(')} On remarquera que nous nous proposons de construire un ensemble dont 
le dernier dérivé a un rang & donné, et non pas un ensemble pour lequel le pre- 
mwier dérivé n’existant pas à un rang 4. D'après la proposition LIL, un tel ensemhie 
ne pourrait exister quand & est de seconde espèce. 
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ordonné de points déterminé et aussi pour le numérotage des dérivés 
successifs d'un ensemble déterminé. Le premier fait est évident, il résulte 
de ce que tout ensemble bien ordonné de points sur une droite est dénom- 
brable; en effet, si l’on compte les abscisses x de ces points à partir du 
premier d’entre eux et dans le sens ou se succèdent les points, la transfor- 


mation X — 





. remplace l’ensemble bien ordonné donné par un en- 
x 


semble E de points de (0, 1} bien ordonné danse sens décroissant. Chaque 
point À de E cst l'extrémité d'un intervalle dont l'origine est le point B 
de E d’'abscisse immédiatement inférieure à celle de A. On a donc autant 
de ces intervalles (A, B) que de points A; ces intervalles sont non empié- 


D - La * Li I 
tants, il y a donc p au plus de longueur non inférieure à -— et cela quel que 


sait p; donc l'ensemble de ces intervalles est fini ou dénombrable; l’en- 
semble proposé est dénombrable au plus. 

L'autre fait est bien autrement caché. Il est le résultat de l’analyse faite 
par Cantor des propriétés des dérivés. Dans ce paragraphe, sans suivre 
pas à pas les considérations de Cantor, nous ne nous écarterons pas essen- 
ticllement des idées qui l'ont guidé. 


V. Les points de El qui ne font pas partie de E%, (a => 1), forment un 
ensemble dénombrable. — En effet, les points de Et qui ne font pas 
partie de E? sont isolés dans E'; chacun d’eux peut donc être enfermé dans 
un intervalle ne contenant pas d'autre point de El et l’on peut prendre ces 
intervalles sans points communs. Donc ces intervalles forment au plus une 
infinité dénombrable; les points de Et qui ne font pas partie de E? forment 
donc un ensemble B, fini ou dénombrable. 

De même les points de E3 ne faisant pas partie de E3+! forment un 
ensemble Bg fini ou dénombrable, Or, l’ensemble dont parle l'énoncé est la 
somme des Ba pour Îles valeurs de $ inférieures à a, lesquelles sont en 
nombre fini ou dénombrable; donc cet ensemble est lui-même fini ou dénom- 
brable. 

On peut d’ailleurs dire aussi que les points de E quine font pas partie 
de E% forment un ensemble fini ou dénombrable, car le même raisonnement 
qui nous a montré que les ensembles B3 sont au plus dénombrables prouve 
qu’il en est de même pour l'ensemble des points de E ne faisant pas partie 
de Et. De là il résulte que tout ensemble de points dont l’un des dérivés 
ne contient aucun point est au plus dénombrable. Ces ensembles sont 
appelés ensembles réductibles. Ce sont des ensembles dénombrables par- 
ticuliers : l'ensemble des nombres rationnels est dénombrable, mais n'est 
pas réductible. 

Lorsqu'un ensemble n’est pas réductible. deux cas sont. a priori, pos- 
sibles. Ou bien, au cours des opérations de dérivation, on arrive à un 
ensemble dérivé Ex qui est parfait et alors, suivant nos conventions, 
nous arrétons à cet ensemble nos opérations de dérivation, c'est-à-dire 
que nous ne considérons que les dérivés différents E!, E?, ..., E& Ou 
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bien, les opérations de dérivation donneront toujours des dérivés diffé- 
rents, on aurait un ensemble non dénombrable semblable à $S, de tels 
dérivés. Nous aflons voir que ce cas ne se présente pas. 

Considérons l’ensemble S des dérivés de E, qui existent effectivement, 
c'est-à-dire contiennent des points, et qui ne sont pas parfaits, à l’ex- 
ception peut-être du dernier. Ils sont tous différents. Soient (&,, 81}, (a, 
b:), ... les intervalles contigus à E!,rangés en suite simplement infinie. 
Soit (a”, b%) celui des intervalles contigus à E% qui contient (@;, b;). 
Soit {% l'accroissement de longueur quand on passe de (a, b*) à 
(ati, pH), Certains des {* sont nuls; mais, pour chaque valeur de a, 
certains des L* sont différents de zéro, puisque E%+1 est toujours différent 
de Et; si E%+1 n'existait pas, on prendrait (a, b) pour l'intervalle 
(atri, BEL), 

Or il ne peut, pour £ donné, y avoir qu'une infinité dénombrable au plus 
de valeurs /; différentes de zéro, car la longueur de (a*, b*} ne peut 
croître au delà de celle de la longueur de l'intervalle (&, b) contenant 
l'ensemble E donné (!). Et comme ceci est vrai pour chaque valeur entière 
de ë, l'ensemble de tous les {* différant de zéro est au plus dénombrable. 


L'ensemble des termes de S est donc dénombrable (*?}, done : 


? 


VI. Tout ensemble de points a soit un dérivé qui ne contient aucun 
point, soit un dérivé parfait. 


VIL Tout ensemble fermé est la somme d'un ensemble fini ou 
dénombrable et d’un ensemble parfait; lun ou l’autre de ces ensembles 
peut ne pas exister. 

En effet, un ensemble fermé E est contenu dans son dérivé E! et celui-ci 
est [a somme d’un ensemble dénombrable au plus et de son dernier dérivé, 
nul ou parfait. 

Ces deux théorèmes constituent la propriété connue sous le nom de 
théorème de Cantor -Bendixson (5). Pour donner à la décomposition 
indiquée par ce théorème toute sa valeur, il faut évidemment remarquer 





('} Nous supposons donc E tout entier à distance finie; cette supposition n’a 
rien d'essentiel. On traitcrait le cas général soit par une transformation telle 





TT : . , , + hi] Fr 
que æ = tang Jr Soit en décomposant l'ensemble E en les ensembles E,, E; étant 


formé de ceux des points de E qui sont dans (i,ê-+1). Pour le cas où E n’est 
pas tout entier à distance finie, ilest commode de convenir de dire que le dérivé 
de E contient un point à l'infini. 

(*) Nous venons en somme de prouver une propriété générale des suites d’en- 
sembles fermés qui sera énoncée dans le texte dans un moment. 

{“) Voir Acta mathematica, t. ?. 

J'ai dit que nous ne nous écarterions pas des idées de Cantor, mais la forme de 
la démonstration du texte est très différente de celle de Cantor au paint de vue 
suivant. Cantor utilise la conception de l’ensemble total des dérivés différents ou 


non, que l'on peut attacher à chaque nombre de S, et il appelle Ea l’ensemble 
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que tout ensemble parfait est non dénombrable ou, d'une façon plus 
précise, a la puissance du continu. Ceci est évident sil s'agit d'un 
ensemble contenant un intervalle; supposons donc que E soit un ensemble 
parfait partout non dense, dont nous désignons par a et b les points 
extrêmes. Or nous avons associé (p. 13) à on tel ensemble E une fonc- 
tion g(x) continue, constante dans tout intervalle contigu à E, croissante 
dans tout intervalle contenant des points de E.et qui varie de o à 1 quand x 
varie de a à b. L'équation $(x) —.m admet pour chaque valeur de m 
comprise entre o et 1 soit une seule solution x, zo est alors l'abscisse d’un 
point de E, soit une infinité de solutions données par une double inéga- 
lité x, <x <a, alors 7, et x, sont les abscisses des deux extrémités d'un 
intervalle contigu à E. Ainsi à chaque valeur m de (o, 1), nous faisons 
correspondre soit un point x, de E, soit deux pointsz,et x de KE; E à 
donc la puissance du continu. 

Notons aussi que le raisonnement de la page 323 prouve que : toute suite 
d’'ensembles fermés tous différents, tels que chacun d'eux contienne 
ceux qui viennent après lui dans la suite, est nécessairement Jinte 
ou dénombrable. 


IV. — Une notation des nombres transfinis 
nous est-elle nécessaire ? 


Dans le cours de ce livre, nous faisons plusieurs fois appel à la notion 
de nombre transfini; il importe donc d’éclaircir cette notion et d'amener, 
si possible. le lecteur à cette conviction qu'il lui suffirait de se familiariser 
avec la suite des nombres transfinis en l’utilisant fréquemment pour 
acquérir de cette suite une vue aussi claire que celle qu'il a de la suite des 
entiers (1). 

Quand on entend parler pour la première fois de la suite Ss, des nombres 
finis et transfinis, on croit volontiers que tout deviendrait nel, si lon avait 
une notation des nombres transfinis. Or il est clair qu'on n’en saurait 
avoir une: nous ne pouvons manier qu’un nombre fini de symboles ou de 
sons et les combiner seulement d’un nombre fini de manières, ce qui 
a ————— 
des points communs à tous ces dérivés. Cet ensemble EA est une sorte de 
dérivé venant après tous ceux, relatifs aux nombres transfinis de $,, le symbole & 
est, pour Cautor, le premier nombre transfini de la seconde classe de nombres 
transfinis: il vient après tous les éléments de S,. 

Nous avons évité, au contraire, de raisonner sur l’ensemble $, concu eomme 
actuellement formé tout entier; nous n'avons raisonné que sur le procédé de 
formation de S, et sur l'un quelconque des segments de S, oblenus au cours de 
l'application de ce procédé. De cette manière, nous n’utilisons à aucun moment 
un ensemble bien ordonné non dénombrable. 

(:) Mon but est ainsi nettement délimité; je n’aborderai donc pas les questions, 
plus philosophiques que mathématiques, que pose la conception de la suite des 
entiers. Cette notion est considérée par moi comme acquise ct parfaitement 


claire. 
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ne donne jamais qu’un nombre fini de notations. Ce nombre pourra être 
grand; cela dépendra du nombre des symboles, de leur choix plus au moins 
heureux, de l’ingéniosité des lois de combinaisons prévues; mais 1l sera 
toujours fini. Toute numération s'appliquant à un ensemble infini de 
nombres est, à certains égards, fictive. 

Examinons, par exemple, la numération décimale appliquée aux nombres 
compris entre o et 1; elle a la prétention de nous permettre de noter tout 
nombre. Pour cela elle utilise une suite indéfinie de chiffres 0, a, b, c,.... 
Mais une telle suite ne peut jamais être ni écrite, ni énoncée. Il y a 
quelques cas heureux dans lesquels nous pouvons énoncer la loi de 
succession des chiffres décimaux &, b, ce, ... de æet cette loi détermine x; 
le plus souvent, tout ce que nous pouvons dire se réduit à ceci : la 
suite 0, &, b, €, ... est déterminée par le nombre x. On voit à quel point 
ia notation décimale des nombres de (0, r)estillusoire en tant que notation. 

Examinons encore la numération des entiers. Elle est hautement pra- 
tique et commode pour les usages usuels et constitue un progrès considé- 
rable sur les procédés de l’Arénaire, bien que ceux-ci soient déjà très 
puissants et d’ailleurs voisins de nos procédés actuels. 

Mais, pas plus que les procédés de l’Arénaire, elle ne permet de noter 
tous les nombres, elle nous convainc seulement, comme l’Arénaire, que si 
grand que soit un nombre on réussira à établir des conventions assez ingé- 
nieuses pour qu'on arrive à noter ce nombre et Les nombres plus petits. | 

La numération ne nous permettrait de noter tous les nombres que s1 
nous pouvions répéter le même acte (écrire un chiffre, énoncer un chiffre) 
un nombre quelconque arbitrairement grand de fois : mais alors nous pour- 
rions tracer autant de barres, ou prononcer autant de fois le son un, qu'il y 
a d'objets dans la collection finie à dénombrer. Nous n’avons donc résolu le 
problème de la notation des nombres qu'en nous plaçant dans une hypo- 
thèse où ce problème ne se pose en réalité plus (1). 

[est bien clair que, de méme, la notation des nombres transfinis serait 
immédiate pour celui qui pourrait répéter le même acte une infinité bien 
ordonnée et dénombrable de fois de type d'ordre quelconque. 

Malgré tout, nos habitudes sont telles que nous désirons un simulacre 
de notation; fût-il simplement conçu, pratiquement irréalisable, c’est-à-dire 
entièrement illusoire, Avoir pu noter les premiers nombres transfinis w, 


W HI, ..., 20, 20 I, ..., 30, ..., &W?, .. nous aide déjà. 
Soit & un nombre entre o et 1, écrivons-le dans le système décimal; nous 
supposons ce développement indéfini, soit o, &1, &s, &3, @,, .... Posons 
Li — 0, &; 3 es dis 
Ln — 0, rxi Mix ox 


L3 — O0, rise] Motses Haies... 


mms 





('} On se reportera avec intérêt à ce que dit M. Borel d'une conversation 
qu'il eut avec M. Baire (Leçons sur la théorie des fonctions, 2° édition, p. 178). 
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Si tous les nombres >; sont différents, si l’ensemble de ces nombres est 
ordonné dans le sens des æ croissants, par exemple, convenons de dire 
que æ note le type d'ordre de cet ensemble. 

Ce que nous avons fait au paragraphe précédent relativement à la cons- 
truction de suites S4 d'ordre &« montre que tout nombre transfini est noté 
par certains points æ, mais cette notation est très imprécise : au même 
nombre & correspond une infinité de points x. Pour que cette notation se 
rapproche par ses propriétés des notations ordinaires il faudrait qu'à 
chaque nombre transfini « nous ayions pu attacher nne suite S, bien déter- 
minée (1), donc un nombre x bien déterminé (?). 

On est ainsi conduit à se demander s’il est possible de nommer un 
ensemble E pris dans (0, 1) et tel qu’il existe une correspondance biuni- 
voque entre les points de E et les nombres de S,. Ce problème a préoccupé 
bien des mathématiciens; on a affirmé plusieurs fois qu'on pouvait prendre 
pour É l'intervalle (0, 1) lui-même. Mais la question est loin d’être élu- 
cidée (3). Pour nous, d’ailleurs, tout ceci est accessoire, car 1l est clair que 
ce mode de représentation des nombres transfinis ne nous aiderait guère à 
les bien concevoir. 

Pourtant cette pseudo-notation remplit l'une des conditions essentielles 
d’uné notation. À quoi sert, en ellet, la numération des entiers ? Elle n'in- 
tervient jamais dans les raisonnements, sauf bien entendu, ceux qui con- 
cernent Ja nüumération elle-même; mais elle permet de caractériser le 
nombre dont on veut parler, s’il n’est pas trop grand, c’est-à-dire qu'elle 
permet de construire, qu'elle détermine, un ensemble bien ordonné fini 
semblable à celui dont on s'occupe. Quand on nous parle du nombre 3, nous 
savons qu'il va s'agir d'ensembles semblables à celui-ci : 1 Ï TI, et quand 
nous raisonnons sur le nombre trois, nous faisons des raisonnements s'ap- 
pliquant à tous les ensembles bien ordonnés semblables à cet ensemble de 
traits, Toutes les fois que nous raisonnons sur un entier, donné de quelque 
manière que ce soit, nous sommes dans des circonstances analogues, 

Dès lors, il est clair que nous pourrions nous passer de la notion et du 
mot nombre: la notion plus tangible de suite ordonnée et finie d'objets 
nous suffirait. Exactement de la même manière, supposer un nombre trans- 
fini donné c'est supposer déterminé un ensemble bien ordonné dénom- 
brable; raisonner sur ce nombre, c’est faire des raisonnements s'appliquant 
indifféremment à tous les ensembles semblables à celui-ci. La notion et le 





(*) La suite que nous avons appelée S, n’est déterminée que si 8, l'est, quand 
a est de première espèce; quand x est de seconde espèce la définition que nous 
avons donnée de S, supposait que les nombres inférieurs à « avaient été rangés 
d'une manière déterminée, en suite simplement infinie. 

(2) Pour que x soit bien déterminé quand S, l'est, il faut prendre quelques 
précautions, d’ailleurs élémentaires, pour tenir compte de ce que les nombres 
décimaux ont deux développements décimaux. 

(“) Dans un Mémoire tout récent, auquel je ne puis que renvoyrr le lecteur, 
M. Hilbert est revenu sur la question (Sur l'infini, Acta mathematica, t. 48). 
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mot de nombre transfini nous sont donc inutiles; celle d’ensemble bien 
ordonné dénombrable nous suffit. 

Au fond, les obscurités que nous croyions apercevoir dans la notion de 
nombre transfini sont peut-être déjà dans la notion d’entier fini, quand 
on veut y voir une entité métaphysique, donc peu claire. G. Cantor dit (1): 
Nous appelons puissance ou nombre cardinal d'un ensemble M. la notion 
générale que nous déduisons de M à l’aide de notre faculté de penser, en 
faisant abstraction de la nature des différents éléments de M et de leur 
ordre. 

. Et, pour lui, un type d’ordre est la notion générale qui résulte de M 

lorsque nous faisons abstraction de la nature des éléments de M, mais non 
de leur ordre de succession. 
JE paraît difficile de trouver sous ces définitions philosophiques autre 
chose que les remarques qui précèdent, -et dès lors ces définitions se rédui- 
sent à une convention de langage : quand nous emploierons le mot nombre, 
nous rappellerons par là que nous raisonnons sur un ensemble, mais en 
n'employant que des raisonnements applicables tout aussi bien à tous les 
ensembles semblables à celui considéré. 

La définition des nombres finis et transfinis est ainsi vidée de son con- 
tenu métaphysique et ne présente plus d’obscurité. Il est vrai que nous 
avons montré en même temps que l'emploi du mot nombre est inutile; 
mais nous sommes habitués à employer les mots nombres entiers, il nous 
sera commode d'employer aussi les mots nombres transfinis, ce que nous 
savons pouvoir faire sans inconvénient (?). 

En résumé, quand nous parlerons d’un nombre transfini, c'est que nous 
nous occuperons d’une suite, c'est-à-dire d'un ensemble bien ordonné 
dénombrable, définie seulement à une similitude près. 


V. — Le raisonnement par récurrence transfinie. 


Comment pourra-t-on obtenir une propriété des nombres transfinis ? (3) 
Pour répondre à celte question, examinons comment on obtient une pro- 
priété valable pour tous les entiers. C’est toujours en utilisant à quelque 

endroit le raisonnement par récurrence. 





(:) Ces citations sont faites d'après la traduction. de M. Marotle. 

(*) Ce qui nous arrive ici se présente toujours quand on éclaircit une notion 
d'abord obscure. Quand on a su que raisonner sur les nombres imaginaires, c'était 
raisonner sur des couples de nombres réels, l'emploi des imaginaires était devenu 
à la fois sans obscurité et sans nécessité. Du moins du point de vue logique; 
mais pratiquement, on avait les plus gros avantages à faire usage des imaginaires 
dont l'emploi était devenu à la fois légitime et avantageux. 

(*) Il ne va s'agir que des raisonnements applicables à un nombre transfni 
quelconque; des raisonnements relatifs à un nombre transfini particulier pour- 
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Ce mode de raisonnement est parfaitement convaincant (1}; il est cons- 
tomment utilisé par les mathématiciens, il ne saurait être question pour 
nous d'élever le moindre doute sur sa validité. Du fait, que nous allons 
rappeler, que le raisonnement par récurrence n’est pas réductible.au raison- 
nement syllogistique, nous conclurons donc simplement que le raisonne- 
ment syllogistique n'est pas le seul qui puisse être utilisé en mathématique. 

Supposons démontré : 1° qu’une proprièté P est vraie pour le nombre un, 
2° que si la propriété P est vraie d’un nombre, elle .est vraie pour le sui- 
vant. Ceci étant, démontrons la propriété P pour le nombre 3. Nous 
dirons : 

La propriété P est vraie pour un; or la propriété P est vraie pour un 
nombre lorsqu'elle est vraie pour le précédent, donc la propriété P est 
vraie pour le nombre deux qui suit un. 

La propriétè P est vraie pour deux; or la propriété P est vraie pour un 
nombre lorsqu'elle est vraie pour le précédent, donc la propriété P est 
vraie pour le nombre trois qui suit deux. 

Ainsi il nous à fallu, pour atteindre le nombre trois, répéter deux fois 
un raisonnement réductible, lui, aux syllogismes. 

Pour obtenir la propriété P pour tous les nombres, il nous faudrait faire 
une infinité de syllogismes. Il est vrai qu’on peut raisonner par l’absurde : 
si la propriété n’était pas vraie pour tous les nombres, on pourrait trouver 
un nombre N pour lequel elle ne serait pas vérifiée; alors, en descendant 
l'échelle des nombres depuis N pour lequel P n’a pas lieu jusqu’à un pour 
lequel P a lieu, on rencontrerait deux nombres n et nr + 1 tels que P ait 
lieu pour x et n’ait pas lieu pour n +r, or ceci est contradictoire. 

Mais, si l’on examine ce raisonnement, on voit que la recherche de N se 
fera ainsi : si la propriété P n'est pas vraie pour tous les nombres, ou elle 
est fausse pour un ou pour un nombre plus grand que un; puis, si elle 
est vrai pour un, elle est fausse pour deux ou pour un nombre plus grand 
que deux, etc. La recherche de N se fera par récurrence et grâce à une 
proposition dont l'exactitude n’est prouvée que par l'absurdité qu'il y 
aurait à admettre que l’on ait épuisé la suite des entiers sané rencon- 
trer N. L’affirmation de l'existence de N, sur laquelle nous avons basé notre 





raient être de nature tout à fait différente de ceux que nous allons étudier : 
I Î 5 
Considérons la fonction F(x)}=——r 5] dans l'expression de 
TC PI L F 


laquelle f(x} représente l’une quelconque des fonetions continues constamment 
croissantes qui varient de — à + x quand x varie de — © à + &. Raisonner 
sur l’ensemble des valeurs de æ au voisinage desquelles F(x) est infinie, c'est 
raisonner sur le nombre w +71; mais il est clair qu’on n'utilise pas alors la 
notion générale d'ensemble bien ordonné. 

(:} J’emploie à dessein le mot convaincre pour marquer qu'à mon avis les 
raisons de se déclarer satisfait par un raisonnement sont de nature psycholo- 
gique, en mathématique comme aiileurs. La logique nous donne des raisons pour 
rejeter certains raisonnements, elle ne peut nous faire croire à un raisonnement. 
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démonstration par l’absurde, n'est donc elle-même légitimée ainsi, que par 
l'absurde et grâce à une infinité actuelle de syllogismes (1). 

Nous n'avons donc.-pas légitimé le procédé de preuve par récurrence à 
l’aide d’un raisonnement syllogistique. Il est bien clair que toute légitima- 
tion de cette nature est impossible, car nous n’avons construit la suite des 
nombres entiers qu’en admettant que nous pouvions envisager la répétition 
de la même opération, savoir l’adjonction d’un élément, un nombre arbi- 
trairement grand de fois; nous ne pouvons espérer explorer le domaine 
ainsi construit qu’en considérant comme possible la répétition du même 
raisonnement un nombre arbitrairement grand de fois c’est-à-dire préci- 
sément en ralsonnant par récurrence. 

Notre premier essai de légitimation du raisonnement par récurrence à 
l’aide de syllogismes donne donc un résultat aussi heuréux qu'on pouvait 
l'espérer puisqu'il nous donne le moyen de'vérifier P, pour chaque nombre 
particulier, à l’aide d’un nombre fini de syllogismes (?); sans doute, si vite 
que l’on aille à déhiter ces syllogismes, il y aura des nombres assez grands 
pour que nous ne puissions faire pour eux la démonstration effectivement ; 
mais il nous est facile de concevoir que, chaque fois qu'on aura réussi à 
nommer un nombre M, c’est-à-dire chaque fois qu’on aura su réaliser lad- 
jonction M —1 fois de suite d’un élément pour former l’ensemble de M 
objets considérés, on pourra trouver le moyen de répéter M— 1 fois le 
raisonnement récurrent, comme il est nécessaire de le faire pour vérifier 
la propriété P pour le nombre M. Au reste, pour le mathématicien, ce 
n'est pas la démonstration qui crée la vérité d’une proposition, elle permet 
seulement de constater cette vérité. Nous pouvons donc ne pas avoir ici 
les mêmes exigences que nous avions lorsqu'il s'agissait d'une notation, et 





(1) C'est à l’occasion des difficultés que présentent certains raisonnements par 
l'absurde qu’a été soulevée la question dite du « tiers exclu ». On verra à ce 
sujet les travaux de M. Brouwer et de M. Weyl. On me permettra peut-être de 
profiter de cette occasion pour rappeler que, bien avant que la question n'ait 
pris la forme philosophique actuelle, j'écrivais (Soc, math. de France, 1904) 
CRT je n’attribue pas plus de valeur à la méthode par laquelle on démontre 
qu'un ensemble non fini contient un ensemble dénombrable. Bien que je doute 
fort qu’on nomme jamais un ensemble qui ne soit ni fini, ni infini, l’impossibi- 
lité d'un tel ensemble ne me parait pas démontrée. » 

Je voulais dire par là que des définitions ayant été posées pour les deux mots fini 
ct infini il n’était pas certain que non fini veuille dire infini. Cette observation 
n’est pas sans rapport avec certaines des idées de M. Brouwer; mon but, en la fai- 
sant, était pourtant tout à fait l'opposé du sien. Je ne conteste nullement, 
pour ma part, la valeur de la logique traditionnelle et du mode de raisonnement 
par l’absurde; je rappelle seulement qu'il faut les utiliser correctement. 

La façon méprisante dont M. Brouwer parle de l'Ecole de Paris souligne très 
heureusement notre désaccord. 

(*) La légitimation par l'absurde du procédé par récurrence est bien moins 
parfaite à cet égard, puisqu'elle exige une in/inite actuelle de syllogismes. 
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nous contenter d’une démonstration conçue par le même procédé qu'est 
conçue la suite elle-même des entiers. 

En résumé, la construction d’un segment fini de la suite des entiers 
n’exige que l'emploi de ce qu’on peut appeler une récurrence finie, la 
démonstration d’une propriété pour tous les nombres de ce segment exige 
seulement un raisonnement par récurrence finie, réductible aux syllo- 
gismes ; la construction de la suite complète des entiers exige un procédé 
de récurrence indéfinie‘ et la démonstration d’une propriété pour tous les 
entiers exige le raisonnement par récurrence indéfime qu’on ne pourrait 
remplacer que par une suite indéfinie de syllogismes. 

Dès lors, il est clair que, pour démontrer une proposition pour la suite 
des nombres transfinis, il faut utiliser un mode de raisonnement qui per- 
mette de suivre pas à pas le procédé de formation de cette suite. Ce raison- 
nement est appelé le raisonnement par récurrence transfinie; il exige que 
l'on prouve : 1° qu’une propriété P est vraie pour le nombre un (ou pour 
le nombre w, suivant qu’on envisage tous les nombres finis et transfinis ou 
seulement les nombres transfinis); 2° que, si la propriété P est vraie pour 
tous les nombres inférieurs à un nombre &, elle est vraie pour le nombre x. 

Cette deuxième partie du raisonnement par récurrence est le plus sou- 
vent remplacée par deux démonstrations distinctes; on ne prouve l'énoncé 
du n° 2 précédent que pour « de seconde espèce ét, pour « de première 
espèce, on montre que, si la propriété est vraie pour x — 1, elle est vraie 
pour «. 

Sous l’une ou l’autre forme, le raisonnement par récurrence transfinie 
conduirait à la vérification syllogistique de la proposition, pour un nombre a 
quelconque, si l’on admettait que l'on peut répéter un raisonnement une 
suite bien ordonnée et dénombrable quelconque de fois. 

Les liens entre ce mode de raisonnement et le raisonnement syllogis- 
tique sont donc encore étroits, mais nous sommes pourtant très loin du 
raisonnement ordinaire puisque, au moins pour « de seconde espèce, la 
seconde partie de notre raisonnement est basée sur la connaissance d’une 
infinité actuelle de prémisses (1). 

On peut, comme nons l'avons déjà fait, expliquer pourquoi nous regar- 
dons une propriété comme démontrée pour tous les nombres transfinis par 
le raisonnement par récurrence transfinie en disant : si la propriété P 
n'était pas vraie pour tous les nombres transfinis, il existerait des nombres 
pour lesquels elle ne serait pas vraie, la suite de ces nombres comprendrait 
un élément & plus petit que tous les autres; la propriété P serait vraie 
pour tous les nombres inférieurs à x, fausse pour a. ce qui serait contra- 
dictoire. 

Mais on ne saurait considérer ceci comme une justification du raisonne- 





(') Cette infinité est dénombrable; c'est pour ne pas avoir à considérer une 
infinité non dénombrable de prémisses que j'ai évité précédemment de parler de 
la suite non dénombrable des dérivés distincts ou non d'un ensemble donné. 
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ment par'récurrence transfinie, Ce mode de raisonnement est nouveau, 
irréductible aux autres, et c'est précisément pour cela qu'il est puissant et 
utile: 

Mais est-on obligé d'accepter ce mode de démonstration ? Nullement ; 
c'est à chacun de décider s’il est ou non entièrement satisfait par le raison- 
nement par récurrence transfinie. Seulement, de même qu’à peu près tout 
en mathématiques n'a été écrit que pour ceux qui admettent le raisonne- 
ment par récurrence ordinaire, certains passages de ce livre ne sont écrits 
que pour ceux qui admettent le raisonnement par récurrence transfinie. 

Même si l’on se sent convaincu par les démonstrations par récurrence 
transfinie, on peut ne pas les aimer, désirer s'en passer ou vouloir déli- 
miter ce que serait le domaine des mathématiques sans ce mode de démons- 
tration. C'est pourquoi nous examinerons certains moyens d’éviter l’'émploi 
de [a récurrence transfinie. 


VI. — Examen de quelques raisonnements 
par récurrence transfinie. 


Dans le corps de ce livre, nous avons utilisé les nombres transfinis de 
trois manières différentes : d’abord en faisant usage du théorème de 
Cantor-Bendixson, puis en employant les chaînes d’intervalles, enfin à 
l'occasion des travaux de MM. Baire et Denjoy. Examinons ces utilisa- 
tions et d’abord l’emploi des chaines. 

Supposons donné dans (a, b) un ensemble bien ordonné de points; bien 
ordonné dans le sens des æ croissants, par exemple. Numérotons-en les 
points Ty, Los ..., Low. Tw+1; -*. et supposons que chaque point dont 
l'indice est de seconde espèce soit point limite de l’ensemhle des points 
d'indices plus petits. Alors nous disons que la division de (a, b}) à l’aide 
des points considérés est une chaîne d’intervalles. 

Une telle chaine nous servira à évaluer l'accroissement F(b&)— F(a) 
d’une fonction F{zx) par la formule 


F(8)— Fa) = E[F(xi) —F(xr)], 


mais 11 convient d'expliquer le sens du second membre (1). 

Supposons connus des nombres 45, wi, ... affectés, comme indices, de 
tous les nombres de la suite S, inférieurs à un certain nombre +. La suite 
ordonnée de ces nombres u; est alors de type d'ordre & (?). Le sym- 


0m mm 


("} Getle explication a pu être omise dans le corps de l’Ouvrage et ajournée 
jusqu'ici, c'est dire à quel point les définitions suivantes sont naturelles et en 
quelque sorte nécessaires. 

(*) La présence d’un terme uw, rétablit l'accord entre la définition des types 
d'ordre pour a fini et à transfini. Voir La note (!) de la page 320. 
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1<a 
bole S — > u, represente une série transfinie de type d'ordre x. Posons 


1< 
=> 
À =: 


les S; sont dits les séries partielles de S. Les S;, en tant que nombres, 

ont un sens pour à fini; pour = on convient que S;, en tant que 
À<w 

nombre, n'existe que si la série ordinaire > ux est convergente et qu'il 
À=1I 

est alors égal à la somme de cette série. Les nombres S; ainsi définis, 

pour é<w, sont des sommes partielles de S. Pour prolonger la définition 

de ces nombres à tout indice au plus égal à x, convenons que l’on aura, 

pour tout À de première espèce 


S = Sr 7 Mit 


et que, pour tout À de seconde espèce, S) désignera la limite, si elle existe, 
vers laquelle tend toute suite S),, Sx,, ... simplement infinie et relative 
à des nombres À,, À2, ... croissants et définissant À comme le plus petit 
nombre qui leur soit supérieur, 

Lorsque ces définitions s'appliquent à toutes les valeurs de À au plus 
égales à «, À £z, la série transfinie est dite convergente et sa somme S est 
lenombre S; qui vient d'être défini. La convergence d’une série de type 
d'ordre « exige donc l'existence d’une limite déterminée pour chaque 
nombre de seconde espèce, au plus égal à «. 


Pour la série 
HUE 


SELF) — FC) 


AZI 


relative à une fonction continue F(x), dans laquelle on a supposé x, — a, 
z, = b et dans laquelle on remplace F(æ1)— F(æi—1) [par zéro quand À 
est de seconde espèce, il est clair que : 
1° Ona 
S, = F(x)— (a) 
2° Que si l'on a 
Size Fri) — F(&), 
on à 
S = Sir ua =[F(a:)—F(a)]-+[F(n)—F(ar1)] 
= F(a) — Fa). 
3, Que si l'on a 
S,=F(zx,)—{(a) 


pour tous les nombres À inférieurs a un nombre pt de seconde espèce et si 
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l'on prend une suite croissante de nombres },; définissant u comme premier 
nombre supérieur auquel cas les points æ), tendent en croissant vers x, 
on a, à cause de la continuité de F, 


Su= lim S,= lim[F(æ,)— F(a)]= F(œu)— Fa) 


D'où, par récurrence transfinie, on voit que la série est convergente et de 
$s0MmE 


S = F(b)—F(a). 


Voici, relativement aux séries transfinies, deux propositions dont on 
utilise fréquemment des cas particuliers dans l'analyse classique, par 
exemple pour la transformation d'une série ordinaire en série à double 
entrée. 

Dans une série transfinie convergente, on peut grouper n'importe 
comment les termes consécutifs et considérer comme effectuées les 
sommations partielles ainsi mises en évidence. En d'autres termes, si 
l'on a 

0 = h9 A1 he CT Apt. Co 


les p constituant une suite finie, simplement infinie ou transfinie de type 
d'ordre $ on a, si la première série est convergente, 


À<o MB 7 2<hu+t 


Su-S( Sn 


À=0 LL =t = 


Ce théorème résulte de suite de l'égalité 


ALX LA <a 
Ÿ 

D F2, pour œ<[&; 
Û À: 


K—=0 4= 


que l'on vérifiera facilement. 
St, en remplacant les termes d’une série trans finie par leurs valeurs 
absolues, on obtient des sommes partielles bornées dans leur ensemble, 
la série est convergente; elle reste convergente dans quelque ordre 
{bien ordonné) que l'on range ses termes, et sa somme ne dépend pas 
de cet ordre. 
On peut démontrer cette propriété de bien des manières par récurrence 
transfinie; mais rappelons à son occasion que l’on peut toujours masquer 
l'emploi de cette récurrence grâce à un raisonnement par l'absurde. 
Il nous suffit évidemment de montrer que si l'on range en une série 
A< 

(simplement infinie) V,= 2e,les termes uw) d'une série. transfinie D u;, 
| = 1 

de la nature indiquée dans l'énoncé. c'est-à-dire absolument convergente, 


334 NOTE. 


S= > 


A1 


chaque somme partielle 


existe et est égale à la somme de la ‘série V4 obtenue en barrant dans V4 
les termes qui ne figurent pas dans S4. Ceci a lieu à coup sür pour pt — 1; 
si ceci n'avait pas lieu pour toute valeur de x, il y aurait une première 
valeur x, pour laquelle la proposition ne serait pas vraie. Or supposons 
que ut soit dé première espèce; on a alors 


. Su 7 Vus 
mails 
, Su ou Su,—1 Fr Ups—i Vus = Vos + Ut; 
d'où 
Su LS Vu 


ce qui est en contradiction avec la définition de pu. 
Supposons donc y de seconde espèce. Alors pour u << lt, on a 


d'ailleurs V, est une série partielle déduite de Vu, en y barrant des termes, 
et tout terme de Vy, appartient à V, dès'que p << pu, est assez grand, donc 
si la suite simplement infinie 


Mi Hs... Mo 


définit y comme premier nombre supérieur à tous les pr, V,, tend vers Vy 


et par suite on a 
| Su, — lim Su = lim Vu, es Vus 


c’est la même contradiction que précédemment. 

La démonstration du théorème nous montre que, quand une suite trans- 
finie est supposée formée, nous pourrons raisonner sur elle, grâce au rai- 
sonnement par l'absurde, sans faire à nouveau appel, apparemment du 
moins, à un procédé de récurrence transfinie. 

Mais, dans le cas des chaines transfinies, on peut aller plus loin. Dire 
qu'il est absurde qu’il y ait un premier nombre transfini x, à partir duquel 
une propriété n’a pas lieu, c'est alors dire qu'il y a, parmi les inter- 
valles (a, x), un premier intervalle (a, æy,) pour lequel une certaine 
propriété n'a pas lieu. 

Et si l'on a réussi à mettre cette propriété sous une forme telle qu’elle 
appartienne à («, x) dès qu’elle appartient à un (a, #1), avec æ)> x, nous 
sommes ramenés à démontrer qu'une certaine propriété a heu pour un 
intervalle (a, X) dès qu'elle a lieu pour tout (a, x), avec æ < X. Nous 
n'avons plus à nous servir ni de la chaîne, ni de la récurrence transfinie, 
nous raisonnons sur le continu. 

La première transformation de cette nature que l’on ait fait subir à une 


SUR LES NOMBRES TRANSFINIS. 335 


démonstration où intervenait le transfini, est. sans doute celle qui a permis 
de déduire le raisunnenmient de la page’112 d’un raisonnement de M. Borel 
que l’on peut résumer ainsi : Nous avons une infinité.(1) d’intervalles (a;, b;) 
telle que chaque point de a£ x£b soit intérieur au sens strict à l’un d'eux 
au moins. Ghoisissons un intervalle (a;,, b; ) contenant a à son intérieur, 
un intervalle (a:,, b;,) contenant b;, à son intérieur, un intervalle (@;,, b,,) 
contenant ;, etc. Si l’on n’atteint pas ainsi b, il y a un point, appelons- 
le b;,, qui est la limite des points b;. Choisissons un intervalle (&issur Piwxr) 
contenant ;,, etc. Îl est clair qu’on définit ainsi, par les D), une chaîne 
d'intervalles couvrant (a, b). Or il est clair que (&, b:,) peut être couvert 
avec un nombre fini des intervalles ( a;, b;); qu'il en est de même de (a, b;,.,) 
puis que cet intervalle peut être couvert avec (4;,,,, b,,,,) et certains, en 
nombres finis des (a;,, b;,). En continuant ainsi transfiniment on voit 
que (&,.b}) peut être couvert à l’aide d’un nombre fini d’intervalles (a;, b;). 

La transformation de ce raisonnement donne : L’intervalle (a, b) peut 
être couvert à l’aide d'un nombre fini des (a;, b;}, sans quoi il y aurait 
une valeur æ telle que (a, x — h) ne puisse être ainsi couvert alors 
que (a, x—h) le pourrait être, si petit que soit À positif. Or ceci est 
impossible; car il existe un intervalle (@i,, bi,) contenant x, et par suite, 
(a, b;,) peut être couvert par cet intervalle joint, à ceux qui permettent 
de couvrir (a, ai); l'existence de la valeur æ est impossible. C'est le rai- 
sonnement de la page 112. 

L'examen de cette transformation de raisonnement met bien en évi- 
dence les avantages et inconvénients de l’une et l’autre forme : sous la 
deuxième forme il est rapide, d'aspect habituel, il permet de mieux aper- 
cevoir les généralisations possibles, les hypothèses restrictives que l’on peut 
supprimer; mais il ne donne plus qu’un théorème d'existence alors que, 
sous la première forme, il fournit un procédé opératoire pour le choix 
des (&;, b;), en nombre fini, propres à couvrir tout (a, b). 

M. Borel, dés le début, insistait sur le fait que son raisonnement four- 
nissait un « procédé régulier » pour « déterminer effectivement » les (a;, b;). 
Sans doute, on pourrait chicaner sur le mot effectivement; faire observer 
qu'on ne saurait faire « effectivement.» une opération qui comporte une 
infinité de stades (?}, mais, à ce compte, on ne déterminerait pas effective- 
ment une fonction quand on en aurait trouvé un développement en série. 
On peut, certes, se refuser à employer pour ce cas Je mot effectivement; 
mais n'est-ce pas déjà beaucoup que d’avoir résolu un problème aussi bien 





(!) M. Borel suppose l’infinité dénombrable, mais ceci est inutile. 

{*) J'ajoute qu'il n’est à certains égards aucune opération que l’on sache tou- 
jours effectuer réellement. Calculer la valeur d'une fonction connue, de sinz, par 
exemple, est une telle opéralion. Quand nous disons que f(æ) est donnée 
si f(x) est connue quand x est connu, nous ne donnons pas l'explication de 
ce qu’on doit entendre par une fonction donnée, nous faisons cette convention : 
quand on a dit que f(x) est donnée, on raisonne comme si l'on pouvait calculer f 
pour chaque valeur de zx. 
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qu'est celui de la détermination d'une fonction quand on a su donner la 
loi des termes successifs de son développement en série ? 

Les chaînes d’intervalles s'introduisent dans la recherche des fonctions 
primitives de la façon suivante : Soit f(x) la dérivée d’une fonction côn- 
tinue f(x); il existe des intervalles (ao, &i1), (&i, @), ... dans chacun 
desquels on a une inégalité de la forme 


f(x) — fai) —(x—ai)f'(a)|£e(z — ai). 


Ces intervalles, et ces inégalités, sont ceux que l'on considère dans la 
démonstration d'existence des solutions de l'équation y'=— f(x); seule- 
ment on se place généralement dans des conditions où l'on peut couvrir 
tout l'intervalle considéré à l’aide d’un nombre fini de ces intervalles 
(ai, &i+1). Si l'an ne suppose rien sur f'(z) les intervalles (a;, a;;,) sont 
en nombre infini et ils forment une chaine d’intervalles qu'on peut tou- 
jours utiliser pour l’évaluation approchée de f(x) à partir de la formule 
exacte | 
<a 


fe) —f{(a) = f(x) —f(as) <-Ÿ (fes) — fa): 


h —=0 


x étant supposé contenu dans (ax, &x+1). De cette évaluation approchée 
de f(x}, on déduit alors que l'on a, avec certaines généralisations de l'in- 
égrale, 


f(&)— fa) = J f(x) dx, 


comme conséquence de l'inégalité, 


f{æ)— f{as) — Î f(x) dr 


£Ee(x — &). 








Ce résultat est obtenu dans les différents chapitres de ce livre à l’aide du 
raisonnement par récurrence transfinie; mais il est clair, d'après ce qui 
précède, qu'on lé déduira d’un raisonnement par l’absurde toutes les fois 
qu'on aura ‘prouvé qu'aucun point æ ne saurait être le dernier pour 
lequel on a l'inégalité précédente. | 

Le lecteur pourra rechercher les modifications qu'il faut apporter à notre 
exposé pour le débarrasser de tout emploi des nombres transfinis et de la 
récurrence transfinie; nous allons faire cette transformation de raisonne- 
ment seulement pour la première des propositions relatives aux dérivées 
obtenues à l'aide du procédé des chaînes, la suivante (1) : 

Une fonction est déterminée à une constante additive près quand on 





(‘) On se reportera à la page 86; à cet endroit les conditions envisagées sont 
un peu plus générales que celles de l'énoncé du texte, nous nous plaçons ici dans 
les conditions les plus simples, 
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connaît sa dérivée en tout point. En effet, soit f(æ)= f,(æ)—fi(æx) la 
différence de deux fonctions f1 et fe ayant la même dérivée finie; f(x) a 
une dérivée nulle en tout point. Notre procédé des chaînes nous donne 


f(x) —f(ao)I£ (x — &o), 


quelque petit que soit 3 <o; donc f(æ)est constante. 

Le raisonnement par l’absurde est le suivant : I! existe des points x > &s 
pour lesquels on a l'inégalité précédente, soit x, le dernier des points pour 
lequel cette inégalité est vérifiée. Prenons, ce qui est toujours possible, 
h assez petit positif pour que dans (20, #9 + À) on ait 


|f(æ)— fa) Sex — æo); 
alors dans tout cet intervalle, ou a 
| f(æ)— f(æ) |Sf(æo) — f(an)i + f(x) —f (av) LE(Lo— Ge + Æ — Lo), 


ce qui montre qu'il était absurde de supposer que l'inégalité considérée 
n'avait pas lieu pour æ > æo. 
Cette forme de la démonstration a élé donnée par M. Denjoy (1). 





(:) (Jour. de Math., 1915, p. 176). M. Denjoy n'obtient d’ailleurs pas cette 
démonstralion, comme nous le faisons ici, en transformant un raisonnement 
déjà donné dans la première édition de ce livre; tout au contraire, il oppose sa 
méthode à celles de cette première édition. Mais il ne fait allusion qu'aux dé- 
monstrations utilisant le théorème des accroissements finis; il lui a évidemment 
échappé que la méthode des chaînes, puisqu'elle permettait la recherche des 
fonctions primitives d’une dérivée donnée, fournissait par cela même la preuve 
que ces fonctions étaient déterminées à une conslante additive près, et que 
j'avais utilisé cette méthode de démonstration à la page 59 de la première édi- 
tion. Seulement je ne m’y étais pas donné la peine de montrer, comme je l'ai fait 
dans cette édition nouvelle (page 86), que le procédé des chaînes donnait les 
énoncés antérieurement acquis; je m'en étais surtout servi pour avoir de 
nouveaux énoncés. 

Je profite de cette occasion pour dire que je ne suis pas d’accord avec M. Denjoy et 
certains autres auteurs qui opposent comme entièrement différents des raisonne- 
ments fails sur les dérivées, dont les uns employent Ja notion d’intégrale, 
tandis que les autres ne l’employent pas mais utilisent le théorème de la moyenne : 


|f(b)—fla)|<M]b—af lorsque | f(æ)|<M. 


Tout théorème basé sur l'intégration peut être exposé en ne faisant appel 
qu'au théorème de la moyenne. D'ailleurs, désirant donner plus d'unité de forme 
à cet Ouvrage, j'ai voulu, au Chapitre X, déduire de la totalisation certains 
théorèmes obtenus par M. Denjoy sans utiliser la totalisation, exactement 
comme j'avais déduit, au Chapitre IX, certains thévrèmes de l'intégration; cela 
m'a été très facile et je n'ai pas eu à m'écarter notablement des démonstrations 
mêmes de M. Denjoy, tant il y a peu opposition entre les idées utilisées dans les 
raisonnements qui font appel à l'intégration el ceux qui ne lntilisent pas. 

Cela, bien entendu, ne veut pas dire que je méconnais l’intérêt des diverses 
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L'étude des fonctions possédant une certaine propriété en chacun de 
leurs points, conduit tout naturellement à utiliser les chaînes d’inter- 
valles (1), donc la récurrence transfinie.- Chacun de ces raisonnements 
pourra être transformé comme il vient d'être dit de façon à n'utiliser que 
les propriétés du continu. 

Il semble beaucoup plus difficile d'éliminer le transfini des autres appli- 
cations que nous en faisons ici : théorème de Cantor-Bendixson, résultats 
de M. Baire, théorie de la totalisation. Mais une distincuon s'impose. Nous 
avons décomposé le théorème de Cantor-Bendixson en deux énoncés VI 
et VIE. L'énoncé VI se réfère à la notion des dérivés qui n’a été acquise 
que par récurrence transfinie, nous ne pouvons donc pas justifier cet énoncé 
sans l'emploi du transfini; l'énoncé VII, au contraire, est une propriété des 
ensembles fermés que l'on peut espérer obtenir sans le transfini. 

On peut dire encore que VII est le théorème d'existence de Cantor- 
Bendirson et que VI fournit un procédé opératoire transfini pour résoudre 
le problème de Cantor-Bendixson : « étant donné un ensemble fermé F, 
on demande de le décomposer en un ensemble dénombrable D et un en- 
semble parfait P ». 

De même, il y a à distinguer, à l’occasion des recherches de M. Baire, 
entre le théorème de M. Baire : «toute fonction de classe un est ponctuel- 
lement discontinue sur tout ensemble parfait et inversement » et le 
problème de M. Baire : « étant donnée une fonction ponctuellement dis- 
continue sur tout ensemble parfait, trouver une série de fonctions continues 
dont elle soit [a somme ? » Rien n'empêche d'espérer que l’on puisse démon- 
trer le théorème de M. Baire sans l'emploi du transfini, mais le procédé 
opératoire, donné par M. Baire pour résoudre le problème de M. Baire, 
est transfini, il ne saurait être justifié sans le transfini. 

Dans les recherches de M. Denjoy, les énoncés se réfèrent à l'opération 
de totalisation dont la définition mème est transfinie; on ne peut espérer 
s’y passer du transfini. 

Mais rien n'empêche d'espérer qu'on arrivera à remplacer le procédé 
opératoire de Cantor-Bendixson (énoncé VI), le procédé opératoire de 
M. Baire, la totalisation de M. Denjoy par des procédés non transfinis et 
permettant cependant de résoudre les problèmes de Cantor-Bendixson, le 
problème de M. Baire, le problème des fonctions primitives. 

En fait, on 3 pu démontrer sans le transfini le théorème de Cantor- 
Bendixson et le théorème de Baire, et l’on peut résoudre le problème de 
Gantor-Bendixson sans le transfini. Voyons comment. 

Dans les trois ordres de recherches dont il s'agit actuellement, les nombres 
transfinis sont intervenus pour noter les éléments successifs de suites; ces 
a ——— îîû 
formes de démonstrations, la grande élégance de certaines d'entre elles, et le 
progrés qu'il y a à utiliser les procédés Les plus simples. C’est au contraire la 


comparaison de ces formes de démonstrations qui m'a conduit aux réflexions que 
j'expose dans le texte, 


(") Voir la note (?) de la page 112. 
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éléments sont des ensembles fermés, tous différents, chacun d'eux contenant 
ceux qui viennent après lui dans la suite. Nous savons (p. 324), qu’une 
telle suite est finie ou dénombrable. Or, dans les questions étudiées, fa 
suite ne peut s'arrêter que lorsqu'on arrive à un ensemble ne contenant 
aucun point ou parfait et la démonsiration des théorèmes se réduit à prouver 
que, dans certaines conditions, la suite ne se termine pas par un ensemble 
parfait. Tout revient donc à caractériser l’ensemble parfait qui pourrait 
se présenter par une propriété de ses points. 

Je ne m'occuperai ici que du théorème de Cantor-Bendixon (1}; dans ce 
cas, il saute aux yeux que les points de l’ensemble parfait P sont caracté- 
risés par le fait d'être ceux au voisinage desquels il y a une infinité non 
dénombrable de points de l’ensemble. 

Ceci aperçu, appelons point d’accumulation d'un ensemble E tout 
point æ tel que dans tout intervalle contenant x à son intérieur, il y ait 
une infinité non dénombrable de points de E(*) 

Le théorème de Bolzano-Weierstrass suggère l'énoncé suivant : tou! 
ensemble E, qui est non dénombrable dans (a, b), y admet des points 
d’'accumulation. En effet, soit x la plus petite valeur de (4, b) telle qu’il 
n'y ait qu'une infinité dénombrable au plus de points de E dans(a, x —h) 
et qu'il yen ait une infinité non dénombrable dans (&, æ + h) quel que soit 
ko. Un tel point existe bien; or, dans (æ—h, æ+h}il y a une infi- 
nité non dénombrable de points de E; donc x est un point d’accumulation 
de E. 





('} J’ai donné plusieurs démonstrations du théorème de M. Baire sans employer 
le transfini (Pull. de la Soc. math. de France, 1904. — Note II des Leçons de 
M. Borel, Sur les fonctions de variable réelle. — Journ. de Math., 1905); ces 
démonstrations consistaient surtout, conformément à ce qui est dit dans le 
texte, en la définition d'un ensemble parfait. 

M.E.Lindelôüf (Acta mathematica, 1. 29) et moi-mème (dans la première édi- 
tion de ce livre) avons à peu près simultament montré que le théorème de 
Cantor-Bendixson pouvait être tiré de la notion de ce que M. Lindelüf appelle 
un point de condensation. Je crois qu'on dit plus souvent maintenant point 
d'accumulation, c’est cette dénomination que j'adopte. 

Dans mon exposé, comme j'arrivais simultanément aux théorèmes VI et VII, il 
apparaissait mal que la démonstration du théorème VII était indépendante des 
nombres transfnis. J’adople ici, à peu près, l'exposé de M. Lindelôf préférable au 
mien à bien des égards; c'est-à-dire que je ne m'occupe que du théorème VII. 

En donnant ces méthodes, j'avais indiqué l'intérêt que présentent les démons- 
trations tirées du transfni parce qu'elles fournissent des procédés opératoires 
réguliers, permettant non seulement de démontrer les théorèmes, mais aussi de 
résoudre les problèmes (Journ. de Matkh., 1905, p. 183; C. R. Acad. Sc., 1903). 

Les dénominations fhéorème et problème, qui concrétisent si heureusement les 
distinctions à faire, sont dues à M. de la Vallée Poussin. 

(*) Je me place donc dans le cas des ensembles de points sur une droite 
comme nous lavons toujours fait jusqu'ici, mais le raisonnement s'étend à l’espace 
à n dimensions. 
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De cette démonstration il résulte aussi que, dans (a, æ}, il n’y a. au plus, 
qu'une infinité dénombrable de points de E puisqu'il n’y en a qu'une infi- 


, La # I - 
nité dénombrable au plus dans (a, æ — ) » quel que soit x. Donc x ne 
7 


peut être en D. Il y a au moins un point d’accumulation à l’intérieur 
de (a, b). 

Un point d’accumulation ne peut, d’après cela, être isolé; car, si x était 
seul point d’accumulation de E dans (a, 8), il n’y aurait qu'au plus une 
infinité dénombrable de points de E et dans (a, x) et dans (b, x), donc 
dans (a, b); et x ne serait pas un point d’âccumulation. Or l’ensemble 
des points d'accumulation est évidemment fermé, donc : l’ensemble des 
points d'accumulation d'un ensemble non dénombrable est parfait. 

Appliquons ceci à un ensemble fermé F; il contient alors son dérivé I" 
et a fortiort l'ensemble parfait P de ses points d'accumulation. Donc F 
est la somme de P et de l'ensemble de ceux de ses points qui sont contenus 
dans les divers intervalles (2, m) contigus à P. Mais dans chaque (/, mil 
n’y à qu'au plus une infinité dénombrable de points de F, les (Z, m) sont 
en nombre fini ou dénombrable, donc l’ensemble F — P est dénombrable. 
Le théorème de Cantor-Bendixson est démontré : 


F—P.:D. 


Si E n’avait pas été supposé fermé, on aurait vu de même que l’en- 
semble D des points de E qui ne sont pas points d'accumulation de E, est 
dénombrable. Quant aux points de E — D ce sont ceux des points d’accu- 
mulation de Ë qui appartiennent à E, ils forment un ensemble non seule- 
ment partout dense sur l’ensemble P des points d'accumulation, mais 
partout accumulé sur P. En entendant par là que, dans tout intervalle (&, 6) 
contenant des points de P à son intérieur, il y à une infinité non dénom- 
brable de points communs à E et à P; sans quoi. en effet, E serait dénom- 
brable dans (a, 8), ce qui est absurde. 

La nouvelle méthode prouve donc très simplement le théorème de Cantor- 
Bendixson et même le généralise; de plus, elle résout le problème de 
Cantor-Bendixson si l’on fait la convention que déterminer les points d'ac- 
cumulation d’un ensemble est l’une des opérations que nous regarderons 
comme toujours possible effectivement. Et cela parce que nous savons, 
en fait, l’effectuer souvent. 


FIN. 
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